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RÉSUMÉ

L'objet de cette thèse est l'étude de la quanti�cation (vectorielle) par réseau de points et de son ap-

plication au modèle de codage audio ACELP/TCX multi-mode. Le modèle ACELP/TCX constitue

une solution possible au problème du codage audio universel � par codage universel, on entend la

représentation uni�ée de bonne qualité des signaux de parole et de musique à di�érents débits et

fréquences d'échantillonnage. On considère ici comme applications la quanti�cation des coe�cients

de prédiction linéaire et surtout le codage par transformée au sein du modèle TCX ; l'application au

codage TCX a un fort intérêt pratique, car le modèle TCX conditionne en grande partie le caractère

universel du codage ACELP/TCX.

La quanti�cation par réseau de points est une technique de quanti�cation par contrainte, ex-

ploitant la structure linéaire des réseaux réguliers. Elle a toujours été considérée, par rapport à la

quanti�cation vectorielle non structurée, comme une technique prometteuse du fait de sa complexité

réduite (en stockage et quantité de calculs). On montre ici qu'elle possède d'autres avantages im-

portants : elle rend possible la construction de codes e�caces en dimension relativement élevée et à

débit arbitrairement élevé, adaptés au codage multi-débit (par transformée ou autre) ; en outre, elle

permet de ramener la distorsion à la seule erreur granulaire au prix d'un codage à débit variable.

Plusieurs techniques de quanti�cation par réseau de points sont présentées dans cette thèse.

Elles sont toutes élaborées à partir du codage de Voronoï. Le codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal

est adapté au codage d'une source gaussienne vectorielle dans le contexte du codage paramétrique

de coe�cients de prédiction linéaire à l'aide d'un modèle de mélange gaussien. La quanti�cation
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vectorielle multi-débit par extension de Voronoï ou par codage de Voronoï à troncature adaptative

est adaptée au codage audio par transformée multi-débit.

L'application de la quanti�cation vectorielle multi-débit au codage TCX est plus particulièrement

étudiée. Une nouvelle technique de codage algébrique de la cible TCX est ainsi conçue à partir du

principe d'allocation des bits par remplissage inverse des eaux.
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Chapitre 1

INTRODUCTION

Cette thèse porte sur le codage audio, c'est-à-dire sur la compression (ou codage avec perte) des

signaux audio-fréquences tels que la parole et la musique, à des �ns de communications (transmission

ou stockage) et de reproduction. Les méthodes associées constituent une technologie clé � on les

quali�e d'enabling technology en anglais �, dans le sens où elles conditionnent la qualité des systèmes

de télécommunications et multimédia (téléphonie cellulaire numérique, di�usion audio sur Internet,

stockage audio de qualité CD, etc.).

Cette thèse s'inscrit dans un cadre de recherche lié au développement d'un modèle de codage,

appelé ACELP/TCX multi-mode, introduit dans [1] et constituant une réponse possible au prob-

lème du codage universel. Le codage audio universel est un besoin clair de l'industrie et se dé�nit

de façon générale comme la recherche d'un modèle unique de bonne qualité, capable de traiter e�-

cacement des signaux audio cadencés à di�érentes fréquences d'échantillonnage à débits di�érents et

indépendamment de leurs caractéristiques intrinsèques (parole, musique, etc.) pour des applications

à di�érents retards. Le dé� principal consiste en fait à trouver une représentation uni�ée de la parole

et de la musique à bas débit. Bien que le contexte de la thèse soit du ressort du codage audio et de la

modélisation de signaux, les travaux présentés ici ont été volontairement orientés vers des problèmes

de quanti�cation reliés au modèle ACELP/TCX.
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Cette introduction a pour but de dresser un bref état de la recherche en codage audio, en insistant

sur le problème du codage universel, et de donner un aperçu des travaux présentés dans la thèse. On

y justi�e en particulier la restriction des travaux à la quanti�cation vectorielle algébrique. On donne

à la section 1.1 un survol du domaine de recherche. La section 1.2 se concentre sur le problème du

codage universel, et le modèle ACELP/TCX multi-mode. On y décrit aussi brièvement le modèle

de codage appelé AMR-WB+ développé dans le cadre de la standardisation 3GPP. Un aperçu de

la thèse est donné à la section 1.3, où l'on précise en particulier l'originalité et l'intérêt pratique des

contributions des travaux présentés et l'organisation globale du document.

1.1 Domaine de recherche : codage audio

1.1.1 Chaîne de communication audio avec une source numérique

Le problème considéré ici se rapporte à la représentation numérique des signaux audio, à des �ns de

communications et de reproduction. La chaîne de communication associée est illustrée à la �gure

1.1. À son entrée, on trouve la source audio, naturelle ou synthétique, et à sa sortie, un récepteur

quelconque incluant l'oreille humaine. Le codage audio apparaît donc comme un intermédiaire de

communication ; son rôle principal est de réduire le débit binaire de la source (numérique) a�n

d'utiliser les ressources du canal avec parcimonie.

source audio
codage

canal
(transmission
ou stockage)

décodage
récepteur

Figure 1.1: Chaîne de communication audio.

On rappelle au tableau 1.1 les caractéristiques usuelles des signaux audio. Le codage de parole

a d'abord été considéré en bande étroite pour la téléphonie ; la bande élargie a été dé�nie pour

l'audio- et la visio-conférence [2, 3]. Le codage audio (incluant la musique) à plus large bande s'est

développé à partir du disque compact (CD) et de la di�usion audio grand public. Le codage de
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parole est plutôt orienté vers des applications de communications vocales bi-directionnelles, à retard

et complexité faibles, tandis que le codage audio est avant tout destiné à des applications de di�usion

et de stockage, dans lesquelles le retard et la complexité de codage importent moins.

TABLEAU 1.1: Fréquences d'échantillonnage usuelles et bandes utiles des signaux audio (mono-

phoniques).

Fréquence Bande Résolution Débit binaire Applications Qualité

d'échantillon-

nage (Hz)

utile (Hz) (bits) (kbit/s)

8000 300-3400 8 64 Téléphonie Bande étroite,

qualité télé-

phonique (toll

quality)

11025 (1/4 CD) 10-5000 16 176.4 PC multimédia

16000 50-7000 16 256 Audio-/vidéo-

conférence, radio sur

Internet, téléphonie 3G

Bande élargie

(face-to-face),

radio AM

22050 (1/2 CD) 10-10000 16 352.8 PC multimédia

32000 20-15000 16 512 TVHD, radio numérique

(DAB), NICAM

Radio FM

44100 (CD) 10-20000 16 705.6 (�2) CD audio CD, Hi-�

48000 > CD 24 DAT, studio

96000 > CD SACD, studio

D'une manière générale, le codage audio consiste à éliminer les éléments constitutifs de la source

qui sont redondants � au sens statistique � ou inaudibles (non pertinents au récepteur). Ce principe

implique de disposer d'une connaissance précise à la fois de la source et du récepteur.

On classi�e les signaux audio en silence, bruit, parole, musique et signaux mixtes (mélanges).

Le signal de parole est étudié en détail par exemple dans [4]. Par souci de concision, on ne revoit

pas ici les notions élémentaires que sont les phonèmes, le modèle source-�ltre, et les caractéristiques

intrinsèques de la parole (formants, impulsions glottales, pitch, radiation des lèvres, etc.). On trouve

par exemple dans [5] des notions sur les signaux de musique.

L'oreille humaine, l'audition et la perception auditive, sont étudiées dans [6, 7]. Là encore, on

passe ici sous silence les notions élémentaires de bandes critiques, masquages temporel et fréquentiel,

seuil d'audition, courbe de masquage, etc.
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1.1.2 Perspective historique du codage audio et approches de codage

Historiquement, le codage audio s'est développé autour de deux approches de représentation de la

source sonore :

1. Le codage de forme d'onde, issu de la théorie du codage de source avec un critère de �délité

(ou théorie de la distorsion) de [8, 9, 10] et construit à partir du format PCM (Pulse Code

Modulation) [11].

2. Le codage paramétrique de parole (ou vocodage) basé essentiellement sur une modélisation du

signal � on fait généralement remonter cette approche jusqu'à Dudley [12].

La frontière entre codage de forme d'onde et vocodage s'est e�acée avec le développement de tech-

niques hybrides [13, 14], incluant le codage paramétrique basé sur le principe d'analyse par synthèse

[15, 16, 17, 18, 19].

La source n'est cependant pas le seul élément dans la chaîne de communications audio ; on peut

aussi chercher à exploiter les limites du récepteur : l'oreille humaine. La prise en compte de la

perception humaine a ainsi conduit à des évolutions importantes du codage de forme d'onde, avec

l'incorporation de �ltres perceptuels [20, 21] puis de modèles de masquage [22, 23, 24] dans le critère

de �délité.

Dans cette thèse on s'intéresse avant tout aux techniques de codage à bas débit conduisant à une

synthèse audio de bonne qualité, telles que le codage de parole de type CELP [19] et le codage audio

perceptuel [24]. On travaille donc à des débits généralement dans la gamme 8�24 kbit/s en bande

élargie. Les techniques de base du codage de forme d'onde ne sont pas revues � elles sont présentées

en détail dans [25]. Le codage paramétrique de la parole (vocodage) n'est pas étudié ici car sa qualité

est limitée par la modélisation imparfaite du signal. On peut toutefois en rappeler les techniques de

base : le vocodeur à canaux [12], le synthétiseur à formants [26] ou le vocodeur à prédiction linéaire

[27] (avec des variantes sur la représentation de l'enveloppe spectrale) ; les modèles plus évolués

[28, 29, 30, 31, 32, 33] sont basés sur la prédiction linéaire. On peut aussi signaler à très bas débit
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des approches de codage sémantique telles que le codage phonétique [34], le codage par indexation

d'unités sonores [35] et la représentation audio structurée [36]. Les techniques connexes au codage

audio, comme le pré-traitement (réduction de bruit), l'annulation d'écho, ou le codage multi-débit

(sélection de modes, VAD, CNG, et DTX) ne sont pas revues ici.

Pour se �xer les idées, les ordres de grandeurs de débits (en kbit/s) communément utilisés en

codage de parole sont rappelés au tableau 1.2.

TABLEAU 1.2: Gammes de débit en codage de parole en bande étroite et bande élargie.

Débit de codage (en kbit/s) Bande étroite Bande élargie

Très bas débit < 2.4 < 4.8

Bas débit 2.4-4.8 4.8-9.6

Débit intermédiaire 4.8-16 9.6-32

Haut débit � 16 � 32

L'évolution technologique en codage audio est re�étée par les nombreux standards adoptés dans

les organismes de normalisation telles que l'UIT-T, l'ETSI, le TIA ou l'ISO/IEC. On trouve des

synthèses sur ce sujet dans [37, 38, 39].

1.1.3 Axes de recherche en codage audio

Les axes représentatifs de la recherche actuelle en codage de parole et audio sont représentés à la

�gure 1.2, sans chercher à les classer de façon cohérente. Parmi ces axes de recherche, on retrouve les

attributs (en partie con�ictuels) du codage audio : qualité vs débit, complexité, retard, robustesse

aux erreurs de canal. On comprend donc pourquoi certains axes de la �gure 1.2 se recoupent.

Les problèmes de recherche enumérés ici dépendent souvent des applications et des services visés,

ainsi que des signaux audio traités. Par exemple, le codage faible retard convient aux applications

de communications bi-directionnelles temps-réel. Le codage faible complexité est primordial en

téléphonie mobile, dans les noeuds de réseaux de télécommunications, etc. Le codage multi-mode,

à débit variable (de type AMR ou SMV) convient à la téléphonie cellulaire. Le codage sémantique
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de parole (à très bas débit) est plutôt destiné aux applications militaires. Le codage multi-canal, où

le nombre de canaux correspond au nombre de haut-parleurs (par exemple, canaux gauche, droit,

central, surrond, avant, arrière), convient aux applications comme le cinéma. L'audio spatialisé

(ou ambisonie, restitution sonore 3D) tombe plus dans le domaine de l'acoustique que du codage

proprement dit et rejoint le problème de codage multi-canal ; l'idée consiste à créer une illusion

spatiale en entourant l'auditeur de haut-parleurs, qui servent à approximer (au niveau de l'auditeur)

le champ sonore associé à des sources réelles.

codage
de

parole

réduction de débit
(à qualité constante)

faible
complexité

faible
délai

codage multimode,
à débit variable

(AMR, SMV, ...)
codage universel

(indépendant du type de signal)

codage adapté aux réseaux
par paquets : robuste

aux pertes de paquets,
hiérarchique, etc.

codage conjoint
source-canal binaire

codage large bande
(jusqu'à la qualité CD)

codage
audio

codage
multicanal

codage stéréo

codage audio
synthétique

codage sans
perte

 audio
spatialisé

codage
perceptuel

extension de bande

codage par
objets audio

codage
sémantique

codage
paramétrique

Figure 1.2: Axes de recherche importants en codage de parole et audio.

Les travaux de cette thèse s'inscrivent plus spéci�quement dans l'axe appelé ici codage universel.

Néanmoins, les contributions présentées ici se rapportent indirectement aux problèmes de base du

codage : la réduction de débit à faible complexité.
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1.2 Contexte des travaux : codage universel des signaux audio et

AMR-WB+

La recherche d'un format universel de codage audio à bas débit indépendant du type de signal

d'entrée � que ce soit de la parole, de la musique, etc. � peut être considérée comme le "saint

Graal" du codage audio. La théorie du codage universel s'est développée avant tout à partir d'une

approche théorique statistique du codage de source. On dresse ici un panorama rapide de cette

théorie et des techniques générales associées. Néanmoins, traditionnellement, le codage audio à bas

débit repose plutôt sur une approche expérimentale de modélisation et de représentation de signaux.

On adopte ici cette approche en dé�nissant le problème du codage audio universel avant tout comme

un problème de représentation temps-fréquence, donc un problème de modélisation.

1.2.1 Théorie du codage universel de source (approche statistique)

Le concept de codage universel de source a été introduit par Kolmogorov en 1965 pour quali�er

des algorithmes capables de compresser des données sans connaissance a priori de la distribution de

la source [40]. Ce type d'incertitude sur la source peut être également considéré (par exemple) en

prédiction et estimation [41]. Il s'agit d'un problème important, car on dispose rarement en pratique

d'une connaissance statistique complète sur la source à coder. Di�érents types d'universalité sont

dé�nis rigoureusement dans [42] pour le codage sans perte et dans [43] pour le codage avec perte.

Dans tous les cas, un codeur est dit universel si pour une large classe de sources il peut atteindre (au

moins asymptotiquement) les performances optimales de codage � l'entropie de la source en codage

sans perte ou la borne débit-distorsion en codage avec perte.

Le codage universel a d'abord été étudié dans sa version sans perte et de façon parcellaire avant

d'être formalisé en 1973 par Davisson [42]. Ces développements ont ensuite été étendus au codage

avec perte � ils sont revus en partie dans [44]. Parmi les algorithmes classiques de codage universel

sans perte, on trouve le codage de Hu�man adaptatif [45, 46, 47], le codage par intervalles de

répétition de Ryabko [48, 49] (redécouvert dans [50, 51]), les algorithmes de Lempel-Ziv [52, 53],
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le codage arithmétique adaptatif [54], le codage par transformation de Burrows-Wheeler [55] et le

codage universel des entiers [56, 57, 58, 59, 60] incluant le codage multi-dictionnaires de Rice [61].

Ces algorithmes sont par nature adaptatifs.

On s'intéresse ici plutôt au codage avec perte. Il est connu qu'un quanti�cateur optimisé pour une

source a des performances sous-optimales dès lors que la distribution réelle de la source ne correspond

pas au modèle adopté pour l'optimisation (source mismatch) [62]. Ce problème englobe également

les cas où la distribution est connue partiellement (moyenne inconnue, variance inconnue, etc.) [63].

La quanti�cation peut être rendue plus robuste à de telles incertitudes en employant une technique

de codage de type gain-forme et/ou à moyenne supprimée [64]. Une approche alternative et plus

générale consiste à employer une technique de quanti�cation universelle. La recherche sur le codage

de source avec perte tombe dans deux catégories : la preuve de l'existence et la construction de codes

d'une part, et les algorithmes réalisables et e�caces d'autre part. L'existence de codes a été montrée

dans [43, 65, 66, 67, 68, 69, 70]. Des algorithmes sont décrits dans [71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79].

En particulier dans [71], la quanti�cation algébrique par réseau de points est suivie par un codage

entropique sans perte et universel. De plus, la quanti�cation par adaptation de dictionnaires est

présentée dans [64].

On trouve également dans ce cadre statistique quelques développements en codage universel des

signaux réels, comme le codage d'images par transformée avec classi�cation [80] ou transformation

adaptative [81].

1.2.2 Codage audio universel : problématique, solutions actuelles et cadre de

standardisation

Les technologies dé�nissant l'état de l'art en codage audio de bonne qualité à un débit inférieur à

2 bit par échantillon peuvent être classées en deux groupes [82] : le codage de parole (temporel)

et le codage de musique (fréquentiel). De ce point de vue, le codage universel apparaît comme un

problème de modélisation temps-fréquences.
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Le codage prédictif de parole convient di�cilement au codage universel à bas débit. En e�et, il

est fondé sur un modèle de production de la parole, inapplicable à l'audio en général. À l'opposé,

le codage audio perceptuel est fortement limité à bas débit pour les signaux de parole. Le codage

fréquentiel utilisé ne prend pas en compte explicitement les structures importantes de la parole

(variation temporelle �ne du pitch, formants) et n'est pas adapté à la représentation des signaux

non-stationnaires et transitoires tels que les attaques et les plosives. Ces limites de représentation

peuvent être cependant repoussées en employant par exemple un fenêtrage adaptatif [83, 84], une

commutation de bancs de �ltres [85, 86], une réduction de pré-écho par post-�ltrage adaptatif [87],

etc.

Plusieurs techniques ont été développées pour répondre au problème du codage universel :

� Codage prédictif par transformée : TCX [88, 89, 90], TPC [91, 92], OTC [93] ;

� Codage sinusoïdal [94, 95, 96, 97, 98, 99] ;

� Codage multi-mode : ACELP/TCX [1] avec classi�cation en boucle fermée, ACELP/G.722.1

[100], ATCELP [101], codage avec prédiction linéaire mixte [102, 103] et MPTC [82] avec

classi�cation en boucle ouverte ;

� Codage perceptuel par transformée ou en sous-bandes, avec mise en forme temporelle du bruit

de codage (TNS) [104, 105], pré/post-�ltrage [106] ou quanti�cation spéci�que [107, 108] ;

� Codage hiérarchique, par exemple par encapsulation CELP+transformée [109] ou directement

par transformée [110].

Toutes ces techniques di�èrent en qualité, complexité, retard, etc.

Le codage audio universel à bas débit est encore un problème ouvert. Historiquement, la recherche

sur ce sujet a été stimulée par des activités de standardisation UIT-T et ISO/MPEG, ainsi que

par les besoins de l'industrie (di�usion radio par Internet, audio- et vidéo-conférence, stockage

multimédia, etc.). La question Q.20/16 de l'UIT-T (SG16 WP3/16), visant à recommander une
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technique de codage en bande élargie de bonne qualité pour la parole et la musique à 16, 24 et

32 kbit/s [111], a souligné la di�culté du codage audio universel à bas débit. Elle a abouti à la

recommandation G.722.1 opérant à 24 et 32 kbit/s dans des conditions restrictives. C'est dans

ce cadre de standardisation qu'on été développées les techniques de codage de type TCX, TPC,

ACELP/TCX, ATCELP, MPTC. En parallèle, les activités MPEG-4 Audio [112, 113] ont motivé la

recherche en codage sinusoïdal et codage hiérarchique, en plus d'avoir produit le standard AAC qui

intègre des améliorations du codage par transformée. Plus récemment, la problématique du codage

audio universel a été relancée dans l'activité 3GPP du groupe TSG-SA4 PSM visant à sélectionner

une technique de codage audio pour des services de di�usion (PSS) et de messagerie multimédia

(MMS) [114]. Cette standardisation est en cours et oppose en particulier les modèles de codage

AMR-WB+ et AAC+, qui sont respectivement des versions améliorées du codage ACELP/TCX et

AAC. Par ailleurs, le codage audio hiérarchique fait partie des problèmes posés dans la nouvelle

question Q.9/16 de l'UIT-T (SG16).

1.2.3 Modèle ACELP/TCX multi-mode et codage AMR-WB+

Les travaux de cette thèse s'appuient sur un modèle spéci�que de codage � constituant une réponse

possible au problème du codage audio universel : le modèle ACELP/TCX [1].

Principe du modèle ACELP/TCX multi-mode

Le principe du codage ACELP/TCX est schématisé à la �gure 1.3. Il s'agit d'un codage multi-mode

avec décision en boucle fermée, alternant entre codage temporel (ACELP) et codage fréquentiel

(TCX). Sa stratégie s'apparente aux approches de codage multi-dictionnaire, tel que le codage de

Rice en codage universel sans perte des entiers [61], et surtout à la quanti�cation vectorielle par

"�let protecteur" (safety-net vector quantization en anglais) de [115].

Le principe du modèle ACELP/TCX est dû à Adoul.
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Figure 1.3: Vue simpli�ée du codage ACELP/TCX.

Codage AMR-WB+

Le modèle ACELP/TCX multi-mode constitue le c÷ur du codage AMR-WB+ dé�ni dans [116], tel

qu'illustré à la �gure 1.4. Ce dernier est une extension du codage de parole AMR-WB � décrit dans

[117] � pour la musique et la stéréo, conçue pour des applications de messagerie multimédia (MMS)

et de di�usion multimédia par paquets (PSS). Le mode ACELP est similaire au modèle ACELP du

standard AMR-WB a�n de minimiser le nombre de changement par rapport au standard AMR-WB

et pour pouvoir rester inter-opérable avec le codage AMR-WB.

ACELP/TCX
multimode

extension
de bande

M
U
X

signal
mono

flux
binairepré-traitement

et
banc de filtres bande basse

(0-6400 Hz)

bande haute
(6400 Hz-Nyquist)

modedonnées

paramètres
HF

paramètres
BF

Figure 1.4: Vue simpli�ée du codage AMR-WB+ mono.



12

Intérêt de la quanti�cation vectorielle par réseau de points

La quanti�cation par réseau de points est une technique de quanti�cation uniforme exploitant la

structure régulière des réseaux de points [118]. Celle-ci possède deux applications potentielles au

sein du modèle ACELP/TCX multi-mode :

� Le codage TCX algébrique, tel qu'introduit dans [119] ;

� La quanti�cation des coe�cients de prédiction linéaire, explorée dans [120, 121, 122, 123, 124,

125, 126].

Le codage TCX algébrique tel que présenté dans [119] n'a été conçu que pour une application

limitée : le codage de parole en bande élargie par trames de 20 ms à un débit de 16 kbit/s. Il a été

étendu dans [1] au codage ACELP/TCX multi-mode. La quanti�cation par réseau de points possède

en e�et de nombreux avantages dans ce contexte : elle est en particulier de complexité algorithmique

faible, avec un stockage réduit, elle est surtout très bien adaptée au codage multi-débit.

La quanti�cation vectorielle algébrique étant employée dans le mode TCX, son application à la

quanti�cation des coe�cients de prédiction ne requiert qu'une complexité additionnelle limitée.

1.3 Aperçu de la thèse

1.3.1 Originalité et intérêt pratique des contributions

Cette thèse est orientée vers une approche algorithmique du codage de source et le développement

de codes réalisables. Elle s'est déroulée dans le contexte de la recherche d'un modèle de codage

audio universel et plus particulièrement dans le cadre du développement du modèle ACELP/TCX

multi-mode. Elle ne re�ète néanmoins qu'une partie des travaux réalisés dans ce cadre de recherche.

Pour assurer une cohérence globale à cette thèse, celle-ci a été articulée volontairement autour

de la quanti�cation vectorielle par réseau de points applicable au codage ACELP/TCX multi-mode.
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La technique, appelée codage de Voronoï, constitue l'épine dorsale de la thèse. On présente une

revue de la quanti�cation vectorielle par réseau de points (chapitre 2) et des contributions originales

détaillées ci-dessous :

� Le codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal (chapitre 3), introduit partiellement dans [127, chap.

1] sous forme algorithmique (sans dé�nition explicite), est complété ici en apportant plusieurs

nouveautés :

� Les codes de [127, chap. 1] sont dé�nis comme des codes de Voronoï et les contraintes

associées à leur dé�nition sont clari�ées et démontrées.

� Un algorithme général d'indexation est introduit.

� Des algorithmes de saturation (par projection et réduction avec dichotomie) sont dévelop-

pés. La projection sur région de Voronoï repose sur une une recherche du vecteur perti-

nent.

� Le problème de l'optimisation pour la source est étudié et un algorithme d'allocation des

bits (via le modulo de Voronoï) de type glouton est présenté.

Ces développements sont motivés par la quanti�cation vectorielle paramétrique de coe�cients

de prédiction linéaire, telle que décrite dans [128, 129].

� Deux techniques de quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit sont présentées : l'extension

de Voronoï (chapitre 4) et le codage par troncature de Voronoï adaptative (chapitre 5). Elles

étendent la quanti�cation vectorielle algébrique imbriquée de [119] et sont développées pour le

codage TCX.

L'extension de Voronoï est une technique due à Adoul ; cependant, l'idée sous-jacente n'a

jamais été présentée ni expliquée. On s'attarde donc ici à dé�nir cette technique à l'aide de

la théorie des codes à cosets de Forney [130] et à la caractériser dans le cadre simple de la

quanti�cation d'une source gaussienne sans mémoire. Les travaux de cette thèse ont permis de

contribuer au développement du système de quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit

décrit au chapitre 4.
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Le codage par troncature de Voronoï adaptative constitue une contribution importante de

cette thèse, et comprend quelques aspects novateurs :

� L'indexation multi-débit (avec un incrément de débit de 1 bit par dimension) par recherche

de vecteur pertinent.

� L'utilisation d'un réseau de points tourné a�n de dé�nir une indexation avec un incrément

de débit de 1/2 bit par dimension.

� Un système de quanti�cation multi-débit basé sur le réseau RE8.

Cette technique est comparée à l'extension de Voronoï dans le cas d'une source gaussienne

sans mémoire.

� Le codage TCX algébrique de [119] est étendu au chapitre 6 en utilisant les techniques de

quanti�cation des chapitres 4 et 5. La contribution principale concerne ici l'optimisation du

gain TCX (global) dans un domaine logarithmique (ainsi que le multiplexage en plusieurs

paquets et la correction des pertes de trame).

Tout au long de cette thèse, la source gaussienne sans mémoire (i.i.d) est utilisée dans les exem-

ples. Cette source a l'avantage d'être simple ; la limite de Shannon est connue de façon analytique

dans ce cas restreint. Néanmoins, les sources sans mémoire sont rarement de bons modèles pour des

processus tels que les coe�cients LPC, et les gains de compression sont souvent plus élevés quand

la source est avec mémoire. Ainsi, les formes d'onde tels que les signaux résiduels ont en général des

échantillons qui suivent une distribution laplacienne et qui sont décorrélés (et non indépendants).

Dans cette thèse, la source gaussienne sans mémoire sert avant tout à caractériser (dans un cadre

rigoureux) les outils de quanti�cation vectorielle algébrique développés.

Plusieurs travaux signi�catifs ne sont ainsi pas présentés, pour se concentrer sur un sujet bien

dé�ni et ne pas alourdir cette thèse. Ces travaux sont en fait passés sous silence parce qu'ils sont

déjà présentés dans [131, 132, 133, 134] ou, dans d'autres cas, parce qu'ils ne constituent pas une
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contribution très originale ou ne possèdent pas un intérêt pratique important par rapport à l'état

de l'art. Ils comprennent :

� La quanti�cation vectorielle des coe�cients de prédiction linéaire par codes algébriques quasi-

ellipsoïdaux [129] ou de type stochastique-algébrique � cette dernière a été introduite pour

le codage en bande étroite dans [120, 121, 122] et adaptée au codage en bande élargie dans

[125, 126, 135, 129].

� L'optimisation de l'indexation en quanti�cation vectorielle prédictive des paires de raies spec-

trales (LSF) [136].

� Le codage MLT avec quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit [133].

� La réduction de complexité de la quanti�cation vectorielle algébrique imbriquée [132].

� Le codage TCX en boucle ouverte par prédiction linéaire sur une échelle fréquentielle non-

linéaire (en anglais warped LPC ) [137], à partir d'une quanti�cation vectorielle algébrique de

dimension 4, 8 ou 16.

� Le codage multi-mode CELP/MLT [100, 131, 138].

� L'indexation de dictionnaires construits par réseaux de points robuste aux erreurs binaires et

aux pertes de paquets [134].

� Le formatage du �ux binaire en plusieurs paquets [139] et la correction de pertes de trames en

codage AMR-WB+.

1.3.2 Organisation du document

Ce document est délibérément structuré comme une thèse à articles, de sorte que les chapitres

puissent être lus de façon relativement indépendante les uns des autres. Chaque chapitre comprend

ainsi sa propre bibliographie et ses propres annexes. Cette structure implique néanmoins certaines

redondances, tant au niveau du texte � le codage de Voronoï et le modèle TCX sont par exemple
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dé�nis à plusieurs reprises � que de la bibliographie. Les liens logiques entre chapitres sont explicités

ci-dessous :

codage de Voronoï

chapitre 3
codage de Voronoï
quasi-ellipsoïdal

chapitre 4
extension de

Voronoï

chapitre 5
codage par troncature de

Voronoï adaptative

chapitre 6
codage TCX algébrique

multidébit

chapitre 2
quantification par
réseaux de points

Le chapitre 2 donne une revue de la quanti�cation par réseau de points (en tant qu'outil, en

dehors de son contexte applicatif). Les chapitres suivants prennent pour acquis certaines bases

en quanti�cation vectorielle par réseau. Le chapitre 3 est consacré au codage de Voronoï quasi-

ellipsoïdal. Les chapitres 4 et 5 décrivent deux techniques alternatives de quanti�cation vectorielle

algébrique multi-débit : la quanti�cation par extension de Voronoï et le codage par troncature de

Voronoï adaptative, respectivement. Ces deux techniques sont appliquées dans le chapitre 6, dans

lequel le codage TCX algébrique est étendu. Cette thèse se termine au chapitre 7 sur des conclusions

générales.
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Chapitre 2

QUANTIFICATION PAR RÉSEAU DE

POINTS

La quanti�cation par réseau de points (lattice quantization) est une techique de quanti�cation par

contrainte, tout comme la quanti�cation structurée en arbre, la quanti�cation multi-étage, la quan-

ti�cation par produit cartésien (par sous-vecteurs) ou la quanti�cation en treillis [1]. La contrainte

porte ici sur le dictionnaire de quanti�cation, dans le sens où celui-ci est dé�ni comme un sous-

ensemble d'un réseau de points. On ne s'intéresse ici qu'aux réseaux dits réguliers (lattice) associés à

des empilements de sphères (lattice sphere packings), étudiés dans [2] ; on obtient ainsi une technique

de quanti�cation uniforme. L'objectif de ce chapitre est d'en présenter les aspects fondamentaux et

d'en dresser un état de l'art (techniques, performances, etc.).

Ce chapitre est organisé comme suit. L'historique et les motivations de la quanti�cation par

réseau de points sont revus brièvement à la section 2.1. Les réseaux de points sont dé�nis et étudiés

à la section 2.2. Le problème de la recherche du plus proche voisin dans un réseau (in�ni) est

explicité à la section 2.3. Les techniques classiques de quanti�cation sont présentées à la section

2.4. L'analyse théorique des performances de la quanti�cation par réseau de points est rappelée à la

section 2.5, avant d'en examiner les caractéristiques réelles à la section 2.6. Ce chapitre est résumé
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à la section 2.7

2.1 Bref historique et motivations de l'application des réseaux de

points en quanti�cation

L'étude fondamentale � en mathématiques � des réseaux de points et des empilements de sphères

remonte au XVIIIi�eme siècle (Newton, Gauss, Minkowski, Hermite, etc.) [3]. Ces travaux sont restés

inutilisés en communications jusqu'à ce que Shannon formule de façon géométrique le problème du

codage sur un canal gaussien à bande limitée comme un problème d'empilement de sphères de bruit

dans l'espace signal [4]. Mais c'est surtout Blake et DeBuda qui ont ouvert la voie à l'utilisation des

réseaux de points en communications en construisant des codes de canal à l'aide de ces structures

[5, 6].

L'application des réseaux de points à la quanti�cation vectorielle a d'abord été étudiée sur le plan

théorique. En particulier, Gersho a observé en 1979 qu'en dimension élevée le quanti�cateur optimal

pour une contrainte d'entropie a la structure d'un réseau de points [7]; cette conjecture de Gersho n'a

cependant jamais été démontrée, bien qu'elle soit généralement considérée exacte. Ce résultat n'est

que l'extension des travaux de Gish, Pierce et Wood sur la quanti�cation scalaire [8, 9], qui n'ont

été démontrés rigoureusement que récemment. Gersho a aussi dé�ni des quanti�cateurs par réseau

de points en dimensions 2, 3 et 4. Il a également proposé d'étendre les techniques non-linéaires de

compression-expansion du cas scalaire au cas vectoriel [7], à partir de la méthode de Bennett [10].

En e�et, les sources naturelles de distributions généralement non-uniformes ne sont pas adaptées à

une quanti�cation uniforme. La généralisation multi-dimensionnelle de la fonction de compression

est néanmoins di�cile [7, 11]. Ce dernier résultat de Gersho sur la compression multi-dimensionnelle

a en fait ralenti pour un temps l'application des réseaux de points en quanti�cation.

Les recherches pratiques sur la quanti�cation par réseau de points ont réellement débuté à partir

des travaux de Sloane et Conway [12, 13, 14, 15] de 1981 à 1983, avec en particulier une tabula-

tion de codes sphériques et la publication d'algorithmes rapides de recherche du plus proche voisin
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et d'indexation. L'étude des réseaux de points en quanti�cation était alors motivée par le fait

que les techniques scalaires n'atteignent pas la borne débit-distorsion, tandis que la quanti�cation

vectorielle, sous sa forme non structurée (LBG) introduite en 1980 [16], requiert un apprentissage

généralement coûteux et possède une complexité exponentielle en fonction du débit et de la dimen-

sion. La quanti�cation vectorielle par réseau de points était perçue comme l'alternative principale à

la quanti�cation vectorielle de type LBG, permettant de se rapprocher de la borne débit-distorsion,

tout en ayant une complexité potentiellement plus faible [1].

Les premiers algorithmes de quanti�cation par réseau de points sont apparus en 1984, avec la

publication d'une technique de quanti�cation adaptée à des sources uniformes par Sayood, Gibson

et Rost [17] et le développement d'algorithmes e�caces de quanti�cation sphérique par Adoul [18].

La quanti�cation pyramidale a été introduite par Fischer [19] en 1986. D'autres techniques ont

suivi ces premiers développements. La quanti�cation par réseau de points n'a donc été appliquée

qu'à cette date à des problèmes réels (codage d'images par transformée [17] et codage de la parole

[18]), alors que les réseaux de points étaient déjà utilisés en modulation numérique depuis au moins

1981 [20, 21]. La quanti�cation par réseau de points est par la suite devenue relativement populaire

en codage d'images et vidéo. Par contre, son application est restée plus anecdotique en codage de

parole et audio, où d'autres outils de codage sont généralement utilisés � par exemple, les codes

impulsionnels à permutations, la quanti�cation scalaire avec codage de Hu�man et la quanti�cation

vectorielle multi-étage et par produit cartésien.

2.2 Réseaux de points

On s'intéresse ici aux notions sur les réseaux de points pertinentes en quanti�cation. Des aspects

connexes, tels que les problèmes d'empilement de sphères ou de couverture d'espace et les formes

quadratiques sont discutés dans [2, 3].
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2.2.1 Dé�nitions de base

Réseau régulier : Un réseau régulier � est dé�ni ici dans RN comme l'ensemble des points qui

s'obtiennent par combinaison linéaire de M vecteurs de base linéairement indépendants v1, v2, . . . ,

vM à coe�cients de proportionalité entiers, soit :

� =

(
x 2 RN : x =

MX
i=1

kivi : ki 2 Z;vi 2 RN ; 8i = 1; 2; � � � ;M
)
: (2.1)

Le nombre M de vecteurs de base dé�nit le rang (ou dimension) de � � on ne considère ici que

des réseaux de rang plein (i.e. M = N). Un exemple arbitraire de réseaux régulier de points en

dimension 2 est montré à la �gure 2.1.

v
1

v
2

Figure 2.1: Exemple de réseau régulier de points.

Un arrangement discret de points dans l'espace RN (i.e. un réseau de points) est en général

irrégulier. La spéci�cité des réseaux réguliers tient donc à leur structure algébrique linéaire : un

réseau régulier est un arrangement de points qui possède une structure de groupe additif � une

telle structure est appelée Z-module en mathématiques. On s'intéresse ici plus particulièrement
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aux réseaux associés à des empilements multi-dimensionnels de sphères [2], qui conduisent à une

densité de points uniforme dans l'espace. En dimension 2, un empilement de sphères consiste à

placer régulièrement des disques disjoints de même diamètre dans le plan. Les centres de ces sphères

(ou disques) forment un réseau de points. On ne retient ici que les empilements dont les centres

forment un réseau régulier et dans lesquels les sphères se touchent [3]. Des exemples d'empilements

en dimension 2 associés des réseaux réguliers sont montrés à la �gure 2.2.

Figure 2.2: Exemples d'empilements de sphères en dimension 2.

Les réseaux de points trouvent de nombreuses applications en communications : quanti�cation

vectorielle, modulation codée et cryptographie [2]. Ils sont étudiés de façon systématique et cata-

logués dans [2]. Leur étude mathématique constitue une branche de la théorie des nombres remontant

à Gauss et Minkowski ; ils font également l'objet d'études en chimie (cristallographie), en physique

théorique, etc.

Matrice génératrice : Les vecteurs de base d'un réseau régulier � peuvent être regroupés dans

une matrice génératrice

M(�) =

26664
v1
...

vN

37775 =

26666664
v11 � � � v1N
...

...

vN1 � � � vNN

37777775 ; (2.2)
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où vij est la j-ième composante de vi, de sorte que

� =
�
x = kM(�) : k 2 ZN

	
: (2.3)

On adopte donc ici comme convention que les lignes deM(�) dé�nissent la base de � � la convention

colonne est néanmoins plus courante.

Si M(�) génère �, toute matrice de la forme TM(�), où T est une matrice entière orthogonale

(det T = �1), génère également �. Une telle matrice T est dit unimodulaire entière ; elle transforme

Z
N en lui-même.

Réduction de base : La longueur d'un vecteur v de RN est dé�nie comme la norme euclidienne

kvk. Dans certains cas, on cherche parmi toutes les bases possibles de � une base constituée des

vecteurs les plus courts (pour un critère donné); ce problème est appelé réduction de base. Di�érents

critères et algorithmes de réduction (Minkovski, Korkine-Zolotare�, Lenstra-Lenstra-Lovász) sont

discutés par exemple dans [22].

Matrice de Gram et réseau dual : La matrice de Gram de �, dé�nie par

A =M(�)M(�)t; (2.4)

caractérise complètement �. Cette matrice est indépendante de la base de � ; si elle est à coe�cients

entiers, le réseau � est dit intégral [2]. Cette matrice permet en particulier de calculer une matrice

génératrice M(�) triangulaire inférieure par factorisation (décomposition) de Cholesky sous la forme

A = LLt, où L =M(�) est triangulaire inférieure.

Le réseau dual �� d'un réseau � est

�� =
�
x 2 RN : xyt 2 Z 8y 2 �

	
: (2.5)

Cette propriété est pertinente ici, car les réseaux intéressants en quanti�cation sont souvent les

duaux des réseaux les plus denses [2]. Si A est la matrice de Gram de �, A�1 est la matrice de Gram

de ��. Pour un réseau � de rang plein, une matrice génératrice de �� est (M(�)t)�1.
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2.2.2 Exemples de réseaux réguliers importants

Le réseau de points le plus simple est sans conteste ZN, spéci�é par une matrice génératrice identité.

Ce réseau, appelé aussi grille cartésienne ou réseau cubique, est associé à une quanti�cation scalaire

uniforme (dimension par dimension, avec un même pas de quanti�cation dans chaque dimension).

Parmi les autres exemples simples de réseaux, on trouve les familles AN (N � 2), DN (N � 2) et

2D+
N (N pair � 4).

Le réseau AN est dé�ni sur un hyperplan de dimension N dans RN+1 comme

AN =

(
x 2 ZN+1j

N+1X
i=1

xi = 0

)
: (2.6)

Ce réseau peut être dé�ni directement en dimension N après rotation adéquate de l'hyperplan

d'équation x1+x2+ �+xN = 0 (pour éliminer une dimension). Ainsi, le réseau A2 peut être spéci�é

de façon équivalente en dimension 2 par v1 =
�
1=2;
p
3=2
�
et v2 = [1; 0]. On trouve plus de détails

à ce sujet, en particulier la rotation de l'hyperplan d'équation x1 + x2 + �+ xN = 0, dans [23].

Le réseau DN est dé�ni comme :

DN =

(
x 2 ZNj

NX
i=1

xi est pair

)
(2.7)

C'est un sous-ensemble de ZN puisque ZN = DN [ fDN + (1; 0; � � � ; 0)g, où

DN + (1; 0; � � � ; 0) =
�
x 2 ZN : x = (d1 + 1; d2; � � � ; dN ) : (d1; d2; � � � ; dN ) 2 DN

	
: (2.8)

Le réseau D4 est appelé réseau de Schlä�i.

En�n, le réseau 2D+
N (N pair � 4) est dé�ni par

2D+
N = 2DN

[
f2DN + (1; � � � ; 1)g (2.9)

où

2DN =
�
x 2 ZN : x = (2d1; 2d2; � � � ; 2dN ) : (d1; d2; � � � ; dN ) 2 DN

	
: (2.10)

Le réseau 2D+
8 est appelé réseau de Gosset.
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Ces réseaux, ainsi que d'autres, sont dé�nis par des matrices génératrices ou matrices de Gram

données à l'annexe 2.A. Les réseaux Z2, D2 et A2 sont illustrés à la �gure 2.3.

� = Z
2 � = D2 � = A2

M(Z2) =

24 1 0

0 1

35 M(D2) =

24 2 0

1 1

35 M(A2) =

24 1 0

1
2

p
3
2

35

Figure 2.3: Réseaux Z2, D2 et A2 (avec matrices génératrices).

2.2.3 Propriétés géométriques

Réseaux équivalents (ou géométriquement similaires) : Des réseaux � et �0 sont dits équiv-

alents (� �= �0) s'ils di�èrent uniquement par rotation ou dilatation (d'une facteur < 1 ou > 1).

La matrice génératrice M(�0) est de la forme M(�0) = cTM(�)B, où c est une constante, B une

matrice de rotation/ré�exion orthogonale réelle (BtB = identité) et T est une matrice à coe�cients

entiers unimodulaire. Par exemple, les réseaux Z2 et D2 sont de réseaux géométriquement similaires.

On donne à la �gure 2.4 un exemple où � = A2 est tourné de �=4 et dilaté par un facteur
p
2.

Parallélotope de base et régions de Voronoï : Le parallalélotope de base d'un réseau de point

� est la région �(�) dé�nie par :

�(�) =
�
x = uM(�)ju 2 RN ; 0 � ui < 1 8i = 1; 2; � � � ; N

	
: (2.11)
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Figure 2.4: Exemples de réseaux géométriquement similaires : � = A2 (+) et �0 = A2 tourné de

�=4 et mis à l'échelle (o) � les vecteurs de chaque base sont indiqués par des vecteurs.

Ce parallélotope dépend de la base adoptée pour �. La région de Voronoï relative à l'origine est

V (�) dé�nie par :

V (�) =
�
x 2 RN j jjxjj2 < jjx� yjj2 pour tout y 2 �� f0g

	
(2.12)

où k:k est la norme euclidienne. Dans un réseau régulier de points, les régions de Voronoï sont

toutes congruentes, et la région de Voronoï relative à y est V (�) + y. En terme de volumes,

Vol(V (�)) = Vol(�(�)) = jdetM(�)j � en supposant que le réseau � est de rang plein. Les régions

�(�) et V (�) centrées en chaque point de � permettent d'obtenir un pavage régulier de l'espace

R
N .

Les régions de Voronoï des réseaux Z2, D2 et A2 sont illustrées à la �gure 2.5.
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� = Z
2 � = D2 � = A2

Figure 2.5: Réseaux Z2, D2 et A2 : frontières des régions de Voronoï.

Géométrie de V (�) - rayon d'empilement, distance minimale, trous et rayon de couver-

ture R, vecteurs pertinents : La distance minimale dmin d'un réseau � est dé�nie par :

dmin = min
x;y2� tels que x6=y

kx� yk (2.13)

où k:k désigne la norme euclidienne. Cette quantité généralise la notion de pas de quanti�cation

scalaire.

Le rayon d'empilement est � = dmin=2 [2] ; il correspond au rayon des sphères identiques dans

l'empilement associé à �. Le nombre de points de contact � est le nombre de sphères en contact

avec une sphère donnée dans l'empilement associé à �.

Un trou de � est un point de Rn dont la distance à � est un maximum local [2]. La distance

maximale à � de tous les trous de � est appelée le rayon de couverture R de � ; ce rayon correspond

au rayon identique des sphères dans la couverture de l'espace associée à �. Un trou à distance R de

� est appelé un trou profond.

La région de Voronoï V (�) a pour sommets les trous de � relatifs à l'origine. De plus, V (�) est

circonscrite à l'intérieur de la sphère centrée de rayon R ; cette sphère passe par les trous profonds

de � relatifs à 0.
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La frontière de V (�) est constituée de portions d`hyperplans a�nes qu'on appelle des faces.

La région V (�) est un polytope, c'est-à-dire une intersection bornée de demi-espaces. Un point

p de � tels que l'hyperplan a�ne entre 0 et p contient une face de V (�) est appelé vecteur pertinent

de �. L'algorithme de �taille du diamant� de [24] permet de calculer les caractéristiques de V (�)

(nombre de faces, nombre de sommets, nombre de points de contact, rayons d'empilement et de

couverture, etc.) � pour des réseaux de faible dimension (N � 8).

Ces propriétés sont illustrées à la �gure 2.6 dans le cas des réseaux A2 et A
�
3.

ρ

R

(a) V (A2) : faces, vecteurs pertinents (+) (b) V (A�3) après rotation adéquate pour

faciliter la visualisation

Figure 2.6: Régions de Voronoï V (A2) et V (A�
3).

Énumération des points par orbite : séries �, �, etc. Les points d'un réseau sont dé�nis

sur des orbites sphériques concentriques autour de l'origine. Cette propriété est illustrée à la �gure

2.7 (a), qui représente les 6 premières orbites sphériques non vides de A2.

L'énumération des points de � par orbite sphérique peut être calculée à partir de la matrice
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(a) Orbites sphériques de rayon 0 à 3 dans A2 (b) Orbites pyramidales de rayon 0 à 3 dans D2

série � avec m=0,1,3,4,7,9 : série � : �D2
(z) = 1 + 8q + 16q3 + � � �

�A2
(z) = 1 + 6q + 6q3 + 6q4 + 12q7 + 6q9 � � �

Figure 2.7: Exemples de décomposition par orbite sphérique et pyramidale.

génératrice M(�). Elle est donnée de façon compacte par la série formelle � de � dé�nie par [2] :

��(z) =
X
x2�

qkxk
2

=

1X
m=0

Nmq
m (2.14)

avec q = e�iz et i =
p�1. Les coe�cients Nm de cette série correspondent au nombre de points de

� sur chaque orbite sphérique de � centrée sur l'origine de rayon
p
m. Par exemple, les premiers

termes de la série �A2
(z) sont 1 + 6q + 6q3, car la sphère 0 de rayon 0 comprend un seul point

(l'origine), la sphère 1 de rayon 1 comprend 6 points, la sphère de rayon 3 comprend 6 points, etc.

La série � est déterminée de façon unique pour � donné, mais des réseaux di�érents peuvent

avoir la même série �. Par suite, la série débute toujours par :

��(z) = 1 + �q + � � � (2.15)

Si le réseau est intégral, l'indice m est entier car les distances entre points dans le réseau sont entières

[2]. En général, si l'énunération est réalisée relativement à un trou profond de � ou un autre point

remarquable, cette distribution des orbites de � change.
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L'énumération des points par séries formelles est généralisée dans [25, 26, 27, 28] (séries � et �

modi�ées, etc.). Les séries � correspondent à une énumération des points de � non plus par orbite

sphérique mais par orbite pyramidale, comme celles montrées à la �gure 2.7 (b) ; dans le cas des

séries �, l'énumération dépend de la base de � [25].

2.2.4 Propriétés algébriques

Cosets, sous-réseaux et partitions : Un coset d'un réseau � est � + c,où c 2 R
N . Le coset

� + c est géométriquement un translaté de �. Des exemples de cosets sont montrés à la �gure 2.8

pour � = 2Z2.

2Z2 2Z2+ (0; 1) 2Z2 + (1; 0) 2Z2 + (1; 1)

Figure 2.8: Cosets de 2Z2.

Un sous-réseau �0 de � est un sous-ensemble de � doté de la structure de réseau régulier (i.e.

un sous-groupe du groupe additif �). Par exemple, en dimension 2, 2Z2 est un sous-réseau de Z2.

Un tel sous-réseau induit une partition de � en classes d'équivalence. La relation d'équivalence

R sur �, considérée ici, est dé�nie par :

x R y, x� y 2 �0; (2.16)

où x et y désignent des points de �. Chaque classe d'équivalence (suivant R) est en fait un coset

de �0 [29]. L'ensemble de ces classes d'équivalence dé�nit la partition de �, notée �=�0. En prenant

un élément de chaque classe, on obtient un ensemble de représentants de cosets, noté [�=�0]. Tout
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point x de � peut alors être décomposé sous la forme x0 + c, où x0 2 �0 et c 2 [�=�0]. Cette

décomposition peut être résumée par la formule :

� = �0 + [�=�0]: (2.17)

Le nombre d'éléments dans [�=�0] est noté j�=�0j et correspond mathématiquement à la cardinalité

de la partition �=�0.

Par exemple, en dimension 1, le réseau mZ avec m entier � 2 est un sous-réseau de Z. Un

choix naturel de représentants de coset est [Z=mZ] = f0; 1; � � � ;m� 1g � par suite, jZ=mZj= m. Le

réseau Z2 comprend 4 cosets de 2Z2, tels que montrés à la �gure 2.8 ; ainsi jZ2=2Z2j = 4 et on peut

choisir [Z2=2Z2] = f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.

Constructions algébriques de Forney : La décomposition de réseaux de points en cosets permet

de construire des réseaux en garantissant une certaine distance minimale. Des constructions générales

sont présentées dans [30] (quadrature, cubature, double quadrature ou quadrature à 2 niveaux de

partitions, etc.). Par exemple, pour une partition �=�0, la construction en quadrature est dé�nie

par :

j�=�0j2 =
�
(�01 + c; �02 + c)j�01; �02 2 �0; c 2 [�=�0]

	
(2.18)

La distance minimale est alors garantie à au moins min(dmin(�
0); 2dmin(�)). Les constructions de

Forney conduisent par ailleurs à des matrices génératrices de réseaux ayant une structure intuitive.

Elles complétent les constructions classiques de réseaux (constructions A, B, etc. [2]).

Réseaux binaires et codes correcteurs : Un réseau de points � est binaire s'il est entier (i.e.

� est un sous-réseau de ZN) et s'il admet comme sous-réseau 2pZN (avec p 2 N) [29, p. 1130]. Les
réseaux binaires ont la particularité d'admettre comme représentants de cosets des codes correcteurs

d'erreurs (le plus souvent binaires). On trouve ainsi [30] :

D4 = 2Z4 + (4; 3; 2) (2.19)

RD4 = 2Z4 + (4; 1; 4) (2.20)
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E8 = 2Z8 + (8; 4; 4) (2.21)

RE8 = 4Z8 + 2(8; 7; 2) + (8; 1; 8) (2.22)

�16 = 4Z16 + 2(16; 15; 2) + (16; 5; 8) (2.23)

R�16 = 4Z16 + 2(16; 11; 4) + (16; 1; 16) (2.24)

�24 = 4Z24 + 2(24; 18; 4) + (24; 6; 16) (2.25)

R�24 = 8Z24 + 4(24; 23; 2) + 2(24; 12; 8) + (24; 1; 24)� (2.26)

�32 = 4Z32 + 2(32; 26; 4) + (32; 6; 16) (2.27)

R�32 = 8Z16 + 4(32; 31; 2) + 2(32; 16; 8) + (32; 1; 32) (2.28)

Ces formules suivent la notation compacte de Forney [30]. Dans ces formules, les termes de la

forme (n; k; d) désignent des codes correcteurs en bloc de longueur n de dimension k et de distance

minimale d � un code (binaire) (n; k; d) comprend donc 2k mots de n bits. Par exemple, le code

binaire (4; 3; 2) � appelé code à parité � comprend les 8 mots de 4 bits ayant un nombre pair de 1:

(4; 3; 2) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(0; 0; 0; 0)

(0; 0; 1; 1)

(0; 1; 0; 1)

(1; 0; 0; 1)

(0; 1; 1; 0)

(1; 0; 1; 0)

(1; 1; 0; 0)

(1; 1; 1; 1)

(2.29)

L'addition désigne une translation de réseaux de points. L'addition D4 = 2Z4+(4; 3; 2) signi�e que

le réseau D4 comprend les 8 translations possibles de 2Z4 par un élément de (4; 3; 2), soit

D4 =
�
2z+ cjz 2 Z2; c 2 (4; 3; 2)

	
: (2.30)

La translation c 2 (4; 3; 2) peut prendre comme valeur (0; 0; 0; 0), (1; 1; 1; 1) ou une permutation de

(1; 1; 0; 0). Ces relations entre réseaux de points et codes correcteurs sont connues depuis les travaux

de Leech, Conway et Sloane, Barnes et Wall, etc [2, 31].
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Treillis : La structure de cosets d'un réseau peut être représentée sous la forme d'un treillis [30].

Cette représentation conduit à des algorithmes e�caces de recherche du plus proche voisin [30]. Des

exemples de treillis sont donnés à la �gure 2.9 pour le réseau E8.

RD 4
RD

4

RD4
+ (1,1,0,0) RD

4+ (1,1,0,0)

RD
4+ (0,1,1,0) RD4

+ (0,1,1,0)
RD

4 + (0,1,0,1) RD 4
+ (0,1,0,1)

2Z 2+(1,1)

2Z 2

2Z 2

2Z 2

2Z 2

2Z 2

2Z 22Z 2+(1,1)

2Z 2+(1,1)

2Z 2+(1,1)

2Z 2+(1,1)

2Z 2+(1,1)

2Z 2+(1,0)

2Z 2+(0,1)
2Z 2+(0,1) 2Z 2+(0,1)

2Z 2+(1,0)

2Z 2+(0,1)2Z 2+(1,0)

2Z 2+(1,0)

2Z 2+(0,1)

2Z 2+(1,0)

2Z 2+(1,0)

2Z 2+(0,1)

(a) quadrature jD4=RD4j2 (b) double quadrature jZ2=RZ2=2Z2j4

Figure 2.9: Treillis du réseau E8.

2.2.5 Moment normalisé d'ordre 2

En quanti�cation à débit élevé et sous certaines hypothèses additionnelles, la quanti�cation par

réseau de points se ramène à approximer la distribution de la source comme étant uniforme par

morceaux. Dans chaque région de Voronoï, l'erreur quadratique moyenne est alors proportionnelle

à la distorsion moyenne résultant de l'arrondi d'une source uniforme dans V (�) au centre de V (�)

(l'origine). Cette distorsion est donnée par 1=vol(V (�))
R
V (�)
kxk2 dx. A�n de comparer a priori la

performance de di�érents réseaux (réguliers), cette erreur peut être normalisée par la dimension de

quanti�cation N et un facteur vol(V (�))2=N . Dans ces conditions, la distorsion moyenne devient

G(�) =
1

N

1

vol(V (�))1+2=N

Z
V (�)

kxk2 dx: (2.31)

Le facteur vol(V (�))2=N est justi�é à l'annexe 2.B. La quantité G(�) est sans dimension, dans le

sens où elle invariante à la dilatation de �. Cette quantité est appelée moment normalisé d'ordre

2 ou constante de quanti�cation de �. Elle représente l'erreur granulaire de quanti�cation dans �

(pour une source uniforme codée sans surcharge).
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Valeurs de G(�) pour les réseaux importants en dimension N � 24

Le moment normalisé d'ordre 2, G(�), d'un réseau � en dimension N , est minoré par la constante

de quanti�cation d'une N -sphère (i,e. une sphère en dimension N) de même volume que V (�) [32] :

G(�) � �(N
2
+ 1)2=N

(N + 2)�
: (2.32)

Cette borne inférieure est appelée sphere bound en anglais. Plus la région de Voronoï V (�) s'approche

d'une N�sphère, plus G(�) s'approche de cette borne. La quantité G(�) résume donc le caractère

sphérique de V (�). Une borne plus précise (minoration plus forte) est donnée dans [33]. On sait de

plus que :
�(N

2
+ 1)2=N

(N + 2)�
�! 1

2�e
= 0:0585498 quand N ! +1: (2.33)

Les valeurs de G(�) du tableau 2.1 sont tirées de [14, 2]. La dé�nition récursive de JN pour

A�
N se trouve dans [14] � en particulier, JN = 0; 1

12
; 5
18
; 19
32
; � � � pour N = 0; 1; 2; 3; : : :. Lorsqu'une

formule analytique n'est pas disponible pour G(�), la valeur de G(�) peut être estimée facilement

à l'aide de la méthode d'intégration de Monte Carlo. Un exemple est donné à l'annexe 2.C.

Le gain granulaire est dé�ni par


g(�) = 10 log10
G(Z)

G(�)
; (2.34)

il est majoré à 1.53 dB (borne de la N-sphère). Ce gain représente la réduction d'erreur quadratique

moyenne lorsqu'une source uniforme est quanti�ée par � au lieu de Z.

Le moment normalisé d'ordre 2 a été utilisé dans [34] comme critère d'optimisation numérique

de réseaux réguliers (par recherche par gradient sur les composantes de la base).

Choix d'un réseau de points

Le choix du réseau de points dépend de la source, du critère de distorsion et du débit. Pour l'erreur

quadratique, on peut distinguer deux cas.
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TABLEAU 2.1: Indice de quanti�cation des réseaux de points importants en dimensions n � 24.

Réseau G(�) 
g(�) (dB)

Z
N 1

12
0

AN (N � 2) 1
(N+1)1=N

�
1
12

+ 1
6(N+1)

�
0.16 (N = 2)

A�N (N � 2)
JN+1

N(N+1)1�1=N
0.25 (N = 3)

DN (N � 4) 1
22=N

�
1
12

+ 1
2N(N+1)

�
0.36 (N = 4)

D�
5

2641
23040 23=5

= 0:0755654 0.42

E�
6

12619 31=6

204120
= 0:0742437 0.50

E�
7

21361 21=7

322560
= 0:0731165 0.56

E8, RE8
929
12960

= 0:0716821 0.65

K12 0.070100 0.75

�16, R�16 0.068299 0.86

�24, R�24 0.065771 1.02

Choix à haut débit : D'après la théorie débit-distorsion à haut débit [2], l'erreur de quanti�cation

se réduit essentiellement à l'erreur granulaire, laquelle est indépendante de la source et fonction de

G(�). En e�et à haut débit, la distribution de la source est uniforme par morceaux. Le moment

normalisé d'ordre 2 permet ainsi d'établir une hiérarchie entre réseaux de points de di�érentes

dimensions. Par exemple, au sens de G(�), le réseau régulier optimal est respectivement A1 A2,

A�
3, D4, D

�
5, E

�
6 , E

�
7 , E8, D

+
10 pour les dimensions de 1 à 8 et 10 [35, 34]. Le réseau optimal est

généralement le dual de l'empilement de sphères le plus dense dans chaque dimension [14], sans que

ce soit toujours le cas [34]. Les réseaux optimaux ne sont pas forcément associés à des empilements

de sphères [34].

Choix à bas débit : En pratique en codage bas débit, la distorsion moyenne ne se réduit pas

à l'erreur granulaire. Elle dépend également de l'erreur de surcharge. De plus, l'erreur granulaire

dépend cette fois-ci non seulement de la géométrie de V (�) mais aussi de la distribution de la source.

La hiérarchie des réseaux en terme de G(�) n'est donc pas forcément valable. Par exemple, une

source gaussienne généralisée sans mémoire a pour distribution de probabilité :

p(x) =
A(�)

�
e�jB(�) x

�
j� ; (2.35)
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où B(�) =
q

�(3=�)
�(1=�)

, A(�) = 2B(�)
2�(1=�)

, � > 0 est le paramètre de décroissance exponentielle et �2 la

variance ; pour � = 1 et 2, on retrouve respectivement les lois laplacienne et gaussienne. Si � < 1,

le réseau Z peut être supérieur à E8 et �24 [36].

Par ailleurs, si la quanti�cation est e�ectuée suivant l'erreur quadratique, l'erreur maximale

(norme l1) di�ère suivant les réseaux.

2.3 Recherche du plus proche voisin dans un réseau in�ni (ou dé-

codage de réseaux de points)

Le décodage d'un réseau de points � consiste à trouver le plus proche voisin d'un point x quelconque

de Rn dans le réseau � in�ni. On se restreint au cas de la distance euclidienne. Pour x 2 RN , on

cherche donc

y = argmin
c2�
jjx� cjj2: (2.36)

Ce problème de recherche du plus proche voisin est également appelé décodage [37]. Cette ter-

minologie provient du domaine des communications numériques sur canal perturbé par un bruit

blanc gaussien additif. En e�et, les réseaux de points sont utilisés en modulation codée en bloc pour

dé�nir des constellations multi-dimensionnelles (en général une séquence de constellations QAM)

[37]. Dans un tel modem, la constellation est numérotée par des indices binaires. Le modulateur

(codeur) se contente de former un indice à partir de bits d'information, d'associer à cet indice un

point de la constellations et de générer les formes d'onde associées. Le démodulateur (décodeur)

reçoit un point de la constellation entâché de bruit. Dans ce cas, la démodulation suivant le principe

du maximum de vraisemblance consiste alors à trouver le plus proche voisin du point reçu dans la

constellation. Les opérations de codage et décodage en quanti�cation sont les duales de celles de la

modulation codée, comme montrées à la �gure 2.10.

Le développement d'algorithmes e�caces de décodage de réseau est en fait un problème en soi.
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point code binaire
indexationdécodage

dans l’espace
du signal

démodulation

point code binaire
indexationdécodage

dans l’espace
du signal

quantification

source code binaire point
quantification inverse

X Yi i j Yj

0100101001

(a) modulation codée

canal
i Yi X Yj j

01001 01001

code binaire point
modulation codée

(b) quantification (vectorielle)

Figure 2.10: Dualité entre codage de source et de canal (quanti�cation vectorielle et modulation

codée).

On peut distinguer les algorithmes spéci�ques à chaque réseau et les algorithmes génériques qui

prennent comme paramètre la matrice génératrice M(�) de �.

2.3.1 Algorithmes spéci�ques

Cette recherche est généralement e�cace en exploitant la structure spéci�que de chaque réseau

régulier. Les algorithmes rapides pour l'erreur quadratique ont d'abord été introduits par Conway

et Sloane dans [13] pour les réseaux Z
N, AN , DN , E6, E7 et RE8 et dans [38] pour E8 et �24.

Des algorithmes rapides de décodage pour les réseaux usuels sont énumérés dans le tableau 2.2. On

détaille à l'annexe 2.D des algorithmes rapides de décodage pour ZN, DN , RE8 et �16.
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TABLEAU 2.2: Algorithmes de décodage des réseaux de points usuels.

� Algorithme de décodage

A2 Décodage par cosets [39]

Décodage dans le plan x+ y + z = 0 [23]

AN Décodage dans l'hyperplan
P

xi = 0 [13] [2, p. 447]

DN Décodage de ZN avec règle de Wagner [13]

E8 Viterbi sur le treillis de la �quadrature� [30]

Décodage par le code de Hamming (8,4,4) [15]

RE8 Viterbi sur le treillis de la �quadrature� [30]

Décodage par cosets de 2D8[13]

Décodage par points Aij [37]

R�16 Viterbi sur le treillis de la �double quadrature� [29]

�16 Décodage par cosets de 2D16

Viterbi sur le treillis de la �double quadrature� [29]

Décodage par points Aij [37]

Décodage par le quadracode [40]

�24 Viterbi sur le treillis de la �cubature� [29]

R�24 Décodage par cosets de 2D24

Décodage par points Aijk et Bijk [37]

Viterbi sur le treillis de la �cubature� [30]

Décodage par l'hexacode [41]

2.3.2 Algorithmes universels

Un algorithme universel de décodage réalise un décodage de � à partir d'une matrice génératrice

M(�) de �. Cette souplesse vient au prix d'une complexité non minimale (pour un réseau � donné

et par rapport à un décodage spéci�que).

Algorithme (quasi-universel) de Sayood-Blankenau

L'algorithme de [42] fonctionne en 2 étapes. Un point v de � proche de x est d'abord trouvé par

arrondi des coordonnées de x dans la base de �. Ensuite, le plus proche voisin de x dans � est

cherché autour de v, sous la forme v + Æ où Æ est pris dans un sous-ensemble approprié de � � un

tel sous-ensemble peut être constitué des points de � autour de l'origine de norme inférieure à r. Le
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point v, appelé point de Babai [22], est dé�ni par

v = uM(�) (2.37)

avec

u = [xM(�)�1]; (2.38)

où [:] désigne l'arrondi à l'entier le plus proche (par composante). Cet algorithme de décodage n'est

pas tout à fait général, car il implique d'énumérer l'ensemble fÆg pour chaque � spéci�que. Cette

énumération n'est pas automatique.

Algorithme de Kannan

Le décodeur de Kannan étudié et modi�é dans [43] consiste à chercher le plus proche voisin de x

parmi les points de � contenus dans un parallépipède centré en x, à partir d'une base réduite de �

(idéalement réduite au sens de Korkine-Zolotare�).

Algorithme de Viterbo-Boutros basé sur la méthode de Pohst

Le sphere decoder de [44, 45] recherche le plus proche voisin de x parmi tous les points du réseau

à l'intérieur d'une sphère centrée sur x, le rayon de la sphère étant un paramètre de l'algorithme.

Cette recherche repose entièrement sur l'algorithme de Pohst [46] de recherche du vecteur le plus

court dans un réseau. En e�et, minimiser kx�ck2 pour c 2 � est équivalent à minimiser kwk2 pour
w 2 c� �.

Le fonctionnement de l'algorithme est illustré à la �gure 2.11 pour � = D2, x = (3:1; 1:4) et

une sphère de rayon
p
11. Le plus proche voisin de x dans D2 est y = (3; 1). Il est trouvé après 5

itérations. Les 5 candidats successifs pour y dans D2 sont numérotés dans l'ordre suivant lequel ils

sont calculés et testés par l'algorithme.

L'énumération des points de � dans la sphère est e�ectuée suivant [46] en bornant l'intervalle
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Figure 2.11: Exemple de recherche par l'algorithme de Viterbo-Boutros.

de recherche pour chaque composante. Pour décoder �, le rayon de la sphère peut être initialisé au

rayon de couverture de �, et mis à jour pendant le déroulement de l'algorithme.

Algorithme de Schnorr-Euschner

L'algorithme de Schnorr-Euschner applique la méthode de Pohst de recherche du plus proche voisin

dans une sphère, comme le sphere decoder de Viterbo-Boutros. Cependant, les candidats successifs

calculés et testés par l'algorithme sont générés dans un ordre di�érent par rapport à la méthode de

Pohst. La complexité de la recherche du plus proche voisin est alors réduite.

Le décodage de Schnorr-Euschner est réalisé en 2 étapes dans [22] : le plus proche voisin de x

est d'abord estimé au point de Babai v associé à x dans �, puis les coordonnées de v dans �, u,

sont modi�ées jusqu'à trouver le plus proche voisin. Le point de Babai est dé�ni aux équations 2.37
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et 2.38. Il dépend de x, de � et aussi de la base utilisée pour représenter � (c'est-à-dire de M(�)).

Ce n'est pas nécessairement le plus proche voisin de x, mais l'erreur associée peut être majorée. La

recherche du plus proche voisin est accélérée en utilisant une base réduite de �.

2.4 Techniques de quanti�cation par réseau de points

Les techniques de quanti�cation par réseau de points sont revues ici en distinguant la quanti�cation

uniforme à débit �xe ou variable et la quanti�cation non-uniforme à débit �xe.

2.4.1 Quanti�cation uniforme à débit �xe

On rappelle qu'un réseau de points � contient un nombre in�ni de points. La quanti�cation uniforme

par � à débit �xe utilise comme dictionnaire C un sous-ensemble �ni de �. En général, ce dictionnaire

est construit en ne retenant qu'une orbite de � ou en tronquant � par une région bornée. On

distingue donc deux types de dictionnaire : les dictionnaires dé�nis par orbite et les dictionnaires

obtenus par troncature.

Pour un dictionnaire C donné, la quanti�cation est réalisée telle qu'à la �gure 2.12 (a). Pour

comparaison, les opérations équivalentes en quanti�cation vectorielle non structurée sont rappelées

à la �gure 2.12 (b). En quanti�cation par réseau de points (à débit �xe), le dictionnaire C n'est

pas stocké et le codeur n'examine pas de façon exhaustive les mots de code (un par un). Par contre

l'indice n'est pas calculé implicitement pendant la recherche du plus proche voisin.

La mise en ÷uvre de la quanti�cation uniforme à débit requiert deux algorithmes : la recherche

du plus proche voisin dans le dictionnaire C, qui est en général plus di�cile qu'un décodage de �,

et l'indexation (c'est-à-dire le calcul et le décodage de l'indice). Ces algorithmes dépendent en fait

du réseau de points � utilisé et du type de dictionnaire choisi. Le problème de l'optimisation et de

la quanti�cation du facteur d'échelle g n'est pas étudié ici.
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(a) quanti�cation par réseau de points (b) quanti�cation non structurée

Figure 2.12: Di�érences entre quanti�cation non structurée et quanti�cation par réseau de points.

Quanti�cation par orbite

L'orbite d'un réseau de points � comprend tous les points x = (x1; � � � ; xN ) de � situés à une certaine

distance de l'origine (ou un point tel qu'un trou profond de �). La distance est généralement dé�nie

au moyen d'une norme lp :

kx� ykp =
 

NX
i=1

jxi � yijp
!1=p

(2.39)

si bien que les points d'une orbite obéissent à une équation de la forme [47, 19, 28]

NX
i=1

jxijp = Kp; (2.40)

où K est un rayon donné (pour la norme lp). D'autres normes peuvent être également utilisées pour

dé�nir les orbites � par exemple, des normes l1 ou l2 pondérées [48].

La quanti�cation par orbite d'un réseau de points a été introduite par Adoul et Fischer dans

le contexte du codage de parole et d'images à bas débit [47, 19]. Elle est de type gain-forme (au

sens de [49]) et permet d'utiliser des dictionnaires de taille réduite, en plus d'exploiter la redondance

temporelle et la sensibilité logarithmique de la norme [47]. La forme des orbites doit idéalement

correspondre à la forme des contours d'équiprobabilité de la source [50, 48] : elle est sphérique pour

une source gaussienne (sans mémoire), pyramidale pour une source laplacienne (sans mémoire), etc.
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On ne revoit ici que le cas des orbites sphériques et pyramidales.

Quanti�cation sphérique :

La quanti�cation sphérique utilise des orbites de la forme :

NX
i=1

x2i = K2: (2.41)

Elle est adaptée à la source gaussienne sans mémoire. D'après [50], la quanti�cation sphérique uni-

forme est optimale en dimension élevée � en accord avec la propriété d'équi-répartition asymptotique

qui stipule que cette source est localisée en dimension élevée dans une mince coquille sphérique et

que la distribution de la source dans cette coquille est uniforme (typical set) [4]. Néanmoins, en

pratique, la dimension doit généralement être très élevée pour que la source soit réellement localisée

sur une sphère [51].

Le recherche du plus proche voisin sur une orbite sphérique de � pour l'erreur quadratique revient

à maximiser le produit scalaire entre le vecteur à quanti�er et les points de l'orbite. Des algorithmes

e�caces exploitant la structure (symétries, etc.) des orbites sont détaillées dans [52, 53] pour les

réseaux RE8 et �16 et dans [54] pour R�24. Ces algorithmes sont adaptés au codage de l'excitation

d'un �ltre prédictif dans [18, 52].

La numérotation (ou indexation) requiert de disposer d'une énumération des di�érentes couches

sphériques. Les orbites d'un réseau � peuvent être vues comme un ensemble de codes à permutations

� avec des contraintes spéci�ques à chaque � [53, 54]. La numérotation d'une orbite peut être

e�ectuée sous la forme [53, 54, 55, 56, 57] : indice = classe + rang, où la classe identi�e un code

à permutation et le rang est l'indice d'une permutation. Dans le cas de ZN, l'indexation peut être

totalement algorithmique [27]. Pour des réseaux tels que DN , RE8, �16 ou R�24, elle peut être

réalisée e�cacement par le biais de vecteurs directeurs (ou leaders) ; l'indexation est alors en grande

partie algorithmique, mais elle utilise également des tables. Le concept de vecteur directeur est

détaillé à l'annexe 2.E dans le cas du réseau RE8.
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Les codes sphériques par réseau de points ont été étudiés dans [58] � des constructions (e�caces

à débit élevé) de codes sphériques y sont également présentées ; celles-ci n'utilisent pas directement

les orbites sphériques d'un réseau.

Quanti�cation pyramidale :

La quanti�cation pyramidale [19, 59] utilise des orbites de la forme

NX
i=1

jxij = K: (2.42)

Cette technique est adaptée à la quanti�cation d'une source laplacienne sans mémoire. Elle est

conceptuellement très similaire à la quanti�cation sphérique. Dans le cas du réseau cubique ZN,

l'énumération des points sur chaque pyramide est récursive et l'indexation purement algorithmique

[19]. L'indexation par leader pour des réseaux tels que DN a été généralisée dans [55]. Une autre

technique se trouve dans [60].

Quanti�cation par réseau tronqué

Un exemple de troncature est donné à la �gure 2.13 dans le cas du réseau A2. Le dictionnaire C est

dé�ni en ne retenant que les points de A2 qui sont à l'intérieur de la sphère de troncature. On peut

véri�er que C a une forme sphérique. En fait, la troncature de réseau est également appelée mise

en forme de réseau (lattice shaping).

La quanti�cation par réseau tronqué généralise la quanti�cation scalaire linéaire (utilisant le

réseau Z) à des dimensions N � 1. Pour optimiser ses performances pour une source stationnaire, la

forme de la troncature doit idéalement être adaptée à la forme de la région de plus forte densité de

probabilité de la source en dimension asymptotiquement élevée et aux contours d'équiprobabilité de

la source [1]. La troncature est ainsi sphérique pour la source gaussienne sans mémoire, ellipsoïdale

pour la source gaussienne vectorielle corrélée, pyramidale pour la source laplacienne sans mémoire,

etc. Dans certains cas, la troncature est choisie pour simpli�er la mise en ÷uvre � c'est le cas de la
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région de

troncature

Figure 2.13: Exemple de troncature (� = A2) : les croix représentent des points de � ; les points

à l'intérieur de la région de troncature forment un dictionnaire de quanti�cation C (avant mise à

l'échelle).

quanti�cation de Voronoï [15], ou pour s'adapter à l'espace de la source � c'est le cas de la troncature

cubique adaptée à la quanti�cation de phases de distribution uniforme dans [0; �]N .

La recherche du plus proche voisin et l'indexation sont décrites succintement ci-dessous suivant

la nature de la troncature :

� Cube : la recherche et l'indexation sont algorithmiques en utilisant le décodage par treillis de

[30].

� Sphère, pyramide, ellipsoïde [61, 62, 63, 64, 65] : l'indexation est tirée des techniques de

quanti�cation par orbite. La recherche est en général e�ectuée en 2 étapes : décodage de �,

puis saturation éventuelle par projection [63] ou réduction itérative [66], par recherche par

orbite sphérique de rayon élevé [67], etc.
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� Région de Voronoï d'un réseau �0 géométriquement similaire à � : l'indexation (algorithmique)

est décrite dans [15, 68]. La saturation dans un code de Voronoï est un problème peu étudié

[69].

D'autres troncatures et techniques d'indexation sont dé�nies par exemple dans [37, 70, 71].

2.4.2 Quanti�cation uniforme à débit variable avec codage entropique

La quanti�cation par réseau de points n'est optimale que pour une source uniforme. Dans le cas

d'une source non-uniforme, la densité uniforme d'un réseau de points est inadaptée et pour augmenter

l'e�cacité du codage un codage entropique peut être appliqué après quanti�cation.

On peut prendre deux approches pour le codage à débit variable des sorties d'un quanti�cateur :

l'une séquentielle, l'autre conjointe. On peut ainsi optimiser un quanti�cateur pour la source et

simplement représenter sa sortie par codage entropique (entropy-coded quantization) ou tenir compte

du couplage entre quanti�cation et codage entropique en introduisant une contrainte d'entropie dans

le critère de distorsion (entropy-constrained quantization) [1, 72]. Ces deux approches sont examinées

ici dans le cas de la quanti�cation par réseau de points.

Quanti�cation suivie par un codage entropique

L'entropie d'un quanti�cateur basé sur un dictionnaire C est

H = �
X
y2C

p(y) log2 p(y); (2.43)

où p(y) est la probabilité de sélection du mot de code y. D'après la théorie de Shannon, H donne le

débit minimal (en bits par vecteur) de codage de la sortie du quanti�cateur. Le codage entropique

s'approche de cette limite inférieure en associant à chaque y un code binaire de longueur proche de

� log2 p(y) bits.
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L'application directe du codage entropique au dictionnaire C (algébrique ou non) n'est envisage-

able qu'à faible dimension et pour des débits limités (en général � 1 bit par dimension) [73]. Elle

pose en e�et des problèmes importants, tels que l'obtention de statistiques �ables et un stockage

prohibitif des codes de longueur variable. Dans le cas de la quanti�cation par réseau de points,

une technique plus adaptée consiste à coder séparement l'orbite de y (pré�xe) et l'indice de y sur

cette orbite (su�xe) [74, 51]. Le pré�xe est de longueur proche de � log2 p(K), où K est le numéro

de l'orbite de y et p(K) est la probabilité de sélection de l'orbite K ; la longueur du su�xe est

déterminée par le nombre de points NK sur l'orbite en question, soit dlog2NKe bits. Cette tech-

nique est optimale si p(y) est fonction de l'orbite de y et uniforme suivant l'angle de y [74]. Cette

hypothèse est raisonnable dans le cas d'une source i.i.d. où les orbites correspondent à des contours

d'équiprobabilité de la source. Cette technique est utilisée dans [27] pour une quanti�cation dans

Z
N. Elle a été généralisée dans [56] où le codage de y est réalisé en codant séparément à débit

variable la norme, le vecteur directeur (ou leader) et le rang de la permutation du vecteur directeur.

On trouve dans [75] une comparaison de performances pour une quanti�cation dans D+
10.

Plutôt que d'appliquer un codage entropique par orbite, on peut coder les paramètres de tronca-

ture à longueur variable [76]. En quanti�cation multi-débit les numéros de dictionnaire peuvent être

codés à débit variable. Dans [77], le codage de Voronoï multi-débit dans �=m� est appliqué avec

un codage par plages (run-length coding) et de Hu�man de m. Dans [78], le codage arithmétique de

numéros de dictionnaire en quanti�cation multi-débit est exploré.

Une technique totalement di�érente a été introduite dans [79], où la distribution de probabilité

de la source est modélisée par un mélange de lois gaussiennes et un codage arithmétique est appliqué

après quanti�cation par ZN.

Quanti�cation avec contrainte d'entropie

En quanti�cation avec contrainte d'entropie, la quanti�cation est optimisée pour un critère d'erreur

de la forme

E[kx �Q(x)k2] + �E[l(Q(x))] (2.44)
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où l(Q(x)) désigne la longueur du mot de code Q(x) et � est un multiplicateur de Lagrange [80].

Généralement, ce critère est minimisé sans mesures réelles de kx � Q(x)k2 et l(Q(x)) en estimant

ces quantités avec une hypothèse sur la distribution de la source. Des modèles (ou estimations) de

distorsion et d'entropie pour une quanti�cation par réseau de points avec un codage séparé norme-

position se trouvent dans [81, 82, 83, 84]. Ces modèles sont fonction du facteur d'échelle appliqué

au réseau. Des techniques de quanti�cation par réseau de points avec contrainte d'entropie sont

présentées dans [85, 83, 86, 87].

2.4.3 Quanti�cation non-uniforme à débit �xe

Plutôt que d'appliquer un codage entropique après quanti�cation uniforme, la densité d'un réseau

de points peut être adaptée à une source non-uniforme par non-linéarité sur la source (companding)

ou par transformation de réseau.

La quanti�cation scalaire uniforme peut être adaptée à l'aide d'une compression. Gersho a

souligné la di�culté de dé�nir une fonction de compression-expansion multi-dimensionnelle [7]. Dans

[88], Moo et Neuho� ont montré que pour une classe spéci�que de quanti�cateurs, la fonction de

compression multi-dimensionelle optimale est scalaire. Dans [11], une fonction de compression est

développée à partir d'une union quasi-aléatoire de cosets de ZN.

A�n d'obtenir une densité de points non-uniforme, Jeong et Gibson ont introduit une technique

de "dilatation" de réseau de points [63]. Dans [67], le réseau de points RE8 a été transformé pour

une source gaussienne en appliquant un facteur d'échelle optimal par orbite ou par vecteur directeur

(ou leader) absolu.

2.5 Analyse asymptotique des performances de quanti�cation

On reprend ici des résultats classiques de la théorie du codage asymptotique de Bennett, où la

dimension N est �xée et le débit par dimension R ! 1. La source est supposée stationnaire sans
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mémoire.

La quanti�cation par orbite a été analysée dans [19] pour des dimensions et des débits asympto-

tiques. On se concentre ici sur la quanti�cation par réseau tronqué.

2.5.1 Quanti�cation à débit �xe

On considère le cas d'une source x en dimension N . On suppose qu'un réseau de points � a été

sélectionné, qu'on dispose d'un dictionnaire de quanti�cation C obtenu par troncature de � et que

la quanti�cation est optimale, c'est-à-dire que tout vecteur x de la source est arrondi à son plus

proche voisin x̂ dans un sous-ensemble de �.

La distorsion moyenne de quanti�cation au sens de l'erreur quadratique, dé�nie comme étant :

�d(R) = E

�
1

N
jjx� bxjj2� = 1

N

Z
RN

jjx� bxjj2 p(x) dx; (2.45)

où p(x) est la distribution de probabilité de la source, peut se décomposer en distorsion granulaire

�dg(R) et distorsion de saturation �ds(R). Plus précisément, �d(R) = �dg(R) + �ds(R) avec :8>><>>:
�dg(R) =

1
N

X
bx2C

Z
V (�)+bx

jjx� bxjj2 p(x) dx
�ds(R) =

1
N

Z
RNnfV (�)+Cg

jjx� bxjj2 p(x) dx (2.46)

où V (�) est la région de Voronoï de � centrée autour de 0. La frontière de la région fV (�) + Cg
correspond à la saturation e�ective de �.

Approximation de la distorsion granulaire

Dans l'hypothèse des débits élevés (R!1), on arrive à une approximation analytique de la forme :

�dg(R) � Vol(V (�))2=NG(�)(1� Ps) (2.47)
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où Vol(V (�)) représente le volume de V (�), G(�) le moment normalisé d'ordre 2 de � et Ps la

probabilité de saturation :

Ps = P [x 62 fV (�) + Cg] = 1�
Z
fV (�)+Cg

p(x) dx (2.48)

Le gain granulaire 
g(�), dé�ni par


g(�) = G(Z)=G(�) (2.49)

est donc une caractéristique de � en quanti�cation. Ce gain peut être majoré à l'aide de la la limite

de la N -sphère [2], dé�nie à l'équation 2.32. Pour une dimension de quanti�cation �xée N , on choisit

(si possible) le réseau � de plus petit moment normalisé d'ordre 2 � autrement dit, celui de meilleure

granularité pour une source uniforme dans V (�).

Approximation de la distorsion de saturation

Il est aussi possible de dériver une approximation analytique de �ds(R). On trouve de telles approx-

imations dans [89, 69] pour les codes de Voronoï et dans [90] dans le cas général. En général ces

modèles sont peu �ables pour des débits � 3 bits par dimension.

2.5.2 Quanti�cation à débit variable

On considère ici une source stationnaire sans mémoire de distribution de probabilité p et d'entropie

di�érentielle h(p) <1. L'entropie di�érentielle h(p) est dé�nie par [4] :

h(p) = �
Z +1

�1
p(x)log(p(x)) dx: (2.50)

La valeur de h(p) pour des sources usuelles est rappelée au tableau 2.3 (d'après [91, p. 625]).

D'après Gish et Pierce [8], en quanti�cation scalaire suivie d'un codage entropique, l'erreur

quadratique moyenne �d(R) pour un débit moyen de R bits par dimension est donnée par [8] :

lim
R!+1

�d(R)22R =
22h(p)

12
: (2.51)
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TABLEAU 2.3: Entropie di�érentielle pour quelques sources sans mémoire.

Source Distribution p Entropie di�érientielle h(p)

Gaussienne p(x) = 1p
2��2

e
� x2

2�2
1
2
log(2�e�2)

Laplacienne p(x) = �
2
e��jxj (� =

q
2
�2
) log(2e� ) =

1
2
log(2e2�2)

Gamma p(x) =
4
p
3p

8��jxj
e�

p
3jxj
2�

1
2
log2(

4�e1�C

3
�2) � C = 0:5772 (constante d'Euler)

D'après Ziv [92], cette erreur devient dans le cas de la quanti�cation par un réseau de points � suivie

par un codage entropique :

lim
R!+1

�d(R)22R = G(�)22h(p): (2.52)

où G(�) est le moment normalisé d'ordre 2 de �. Ce résultat généralise le cas scalaire car G(Z) =

1=12.

Or, d'après la théorie de la distorsion [93],

lim
R!+1

�d(R)22R =
1

2�e
22h(p): (2.53)

De plus, il existe des réseaux réguliers tels que G(�) ! 1
2�e

quand N ! +1. Par conséquent,

lorsqu'elle est suivie par un codage entropique, la quanti�cation par réseau régulier de points est

en théorie plus performante que son équivalent scalaire (pour laquelle G(Z) = 1
12
) et surtout �

contrairement au cas scalaire � elle peut atteindre (asymptotiquement) la limite de Shannon. Elle

permet donc de réduire l'écart de 1.53 dB (ou 1
2
log 2�e

12
�0.255 bit par dimension) entre la limite de

Shannon et la quanti�cation scalaire avec codage entropique. Cet avantage est dû à la réduction de

l'erreur granulaire, où G(Z) = 1
12

est remplacé par G(�).

2.6 Performances réelles et complexité

On dresse ici un aperçu du compromis performances-complexité en quanti�cation par réseau de

points par rapport à des techniques classiques de quanti�cation. On se restreint à des sources sans
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mémoire. Par conséquent, les seuls gains de la quanti�cation vectorielle sur la quanti�cation scalaire

sont le gain granulaire 
g (granular gain) et le gain d'entropie (entropy gain) qui se réduit au gain

de forme 
s (shaping gain) [94].

Pour éviter de décrire les conditions expérimentales de simulations, on se base essentiellement sur

des résultats numériques et des mesures de complexité disponibles dans la littérature. Dans le cas

de la quanti�cation vectorielle non-structurée (LBG), des simulations ont néanmoins été conduites

pour disposer de plus de résultats que dans [140]. Une base servant à la fois à l'apprentissage et

à l'évaluation des performances, comprenant 20:106=N vecteurs de dimension N=2, 4, 8 ou 16, a

été utilisée. Les dictionnaires ont étés optimisés par l'algorithme LBG [16] avec une initialisation

aléatoire (en sélectionnant aléatoirement des vecteurs dans la base d'apprentissage).

2.6.1 Source gaussienne sans mémoire

La borne débit-distorsion D(R) est donnée dans le cas gaussien par :

D(R) = �22�2R (2.54)

Les performances réelles de plusieurs techniques sont présentées dans le tableau 2.4 pour di�érentes

dimension N et di�érents débits R par dimension. Cette comparaison inclut des techniques compéti-

tives comme la quanti�cation scalaire uniforme symétrique, la quanti�cation scalaire non-uniforme

(Lloyd-Max) [95, 96], la quanti�cation vectorielle non structurée (LBG) [16], la quanti�cation scalaire

avec codage entropique [97], la quanti�cation en treillis [98, 99] � scalaire ou vectorielle (TCQ ou

TCVQ) � et la quanti�cation scalaire-vectorielle (SVQ) issue de la quanti�cation scalaire entropique

[100]. En particulier, les codes en treillis (TCQ et TCVQ) s'appuient sur des structures régulières

tout comme la quanti�cation par réseau de points. Néanmoins, dans un cas la quanti�cation est

réalisée par une séquence de symboles, alors que dans l'autre la source est codée par blocs.

On prend ici comme référence de performances pour la quanti�cation par réseau de points la

quanti�cation sphérique de [58], la quanti�cation optimale dans RE8 tronqué par une hypersphère

[67], le codage de Voronoï dans �16 (sous-optimal) [69], la quanti�cation dans Z16 tronqué par une
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TABLEAU 2.4: Comparison de plusieurs techniques de quanti�cation pour la source gaussienne sans

mémoire � les valeurs sont données en terme de rapport signal sur bruit (en dB).

Technique Débit R (en bit/dimension)

1 2 3 4 5 6

borne débit-distorsion 6.02 12.04 18.06 24.08 30.10 36.12

scalaire uniforme (Z) [91] 4.40 9.25 14.27 19.38 24.57 29.83

Lloyd-Max [95, 97] 4.40 9.30 14.62 20.22 26.02 31.89

scalaire avec codage entropique [98, 97, 101] 4.64 10.55 16.56 22.55 28.57 34.59

LBG, N = 2 (simulations) 4.40 9.68 15.19 21.09

LBG, N = 4 (simulations) 4.66 10.16

LBG, N = 8 (simulations) 4.93

TCQ à alphabet double [98] (256 états) 5.56 11.04 16.64

TCVQ [99] (dimension 2, 16 états) 5.29 10.84 16.62 22.63

SVQ [100] (dimension 4) 3.47 9.57 15.33

SVQ [100] (dimension 32) 4.63 10.30 15.97

quanti�cation à 2 étages VQ-PLVQ [102] 10.42 16.26

quanti�cation à 2 étages VQ-(S)LVQ [102] 10.24 16.18

quanti�cation sphérique par W�24 [58] 2.44 11.02 17.36 23.33 29.29 35.27

troncature sphérique de RE8 [67] 10.39

troncature sphérique de Z16 avec code entropique [51] 4.56 10.45 16.38

codage de Voronoï dans D4 [69] 8.95 14.70 20.20 25.60 31.00

codage de Voronoï dans E8 [69] 9.16 15.20 20.80 26.37 31.83

codage de Voronoï dans �16 [69] 9.27 15.50 21.40 26.94 32.62

Z
16 uniforme [63] 3.99 10.07 15.52 21.00 26.16 32.07

Z
16 uniforme par morceaux [63] 4.44 9.99 16.05 22.15 28.20 34.23

hypersphère (sous-optimale) [63] ou employant un codage entropique [51], et la quanti�cation par

dilatation de Z16 [63].

Performances à débit �xe

On peut d'abord observer que la quanti�cation par réseau de points de [67, 69, 63] à débit �xe

apporte un gain signi�catif par rapport à la quanti�cation scalaire uniforme � surtout à un débit �
2 bits par dimension. Cet avantage est dû au gain granulaire des réseaux RE8 et �16 et surtout au

gain de forme associé à une troncature sphérique [94, 89].

On peut également remarquer que la quanti�cation par réseau de points peut concurrencer la

quanti�cation non structurée (Lloyd-Max ou LBG). En e�et, en dimension 8 et 16 � avec RE8 et �16
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� celle-ci est plus performante que la quanti�cation scalaire de type Lloyd-Max et la quanti�cation

vectorielle non-structurée (LBG). On rappelle en outre que la quanti�cation de type LBG n'est

typiquement réalisable que pour NR � 10 bits.

Le codage par troncature sphérique de RE8 [67] atteint un rapport signal-sur-bruit 0.1 dB en

deça de la quanti�cation scalaire entropique à 2 bit par dimension. Ce résultat doit néanmoins

être nuancé par le fait que les performances de la quanti�cation optimale dans RE8 s'écartent de

la borne débit-distorsion et des performances du scalaire entropique pour des débits � 2 bits par

dimension [67]. On retrouve ce même comportement dans le cas du codage de Voronoï évalué dans

[69]. Ainsi, les dictionnaires obtenus par troncature (sphérique ou de Voronoï) perdent en e�cacité

par rapport au scalaire entropique ou à la borne débit-distorsion pour des débits � 2 bits par

dimension. Ce comportement est attribuable au fait qu'à débit élevé la densité uniforme des réseaux

de points devient de plus en plus sous-optimale par rapport à la densité optimale, et donc l'entropie

des dictionnaires uniformes diminue relativement au débit �xe des dictionnaires. Pour garantir des

performances à débit �xe équivalentes ou supérieures au scalaire entropique sur une large gamme de

débits, on doit plutôt recourir à :

� une quanti�cation à débit �xe sur orbite sphérique en dimension élevée [47, 58] ;

� une quanti�cation à débit �xe avec "dilatation" de réseau [63].

En comparaison, la quanti�cation en treillis (TCQ et TCVQ) et la quanti�cation scalaire-

vectorielle (SVQ) atteignent de bonnes performances à bas débit. Néanmoins, dans le cas de la

quanti�cation en treillis (TCQ), cette performance s'écarte de la borne débit-distorsion à mesure

que le débit augmente ; ce problème peut être corrigé en appliquant un codage entropique [103]. Le

codage hybride stochastique-algébrique de [102] est également une technique performante.
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Performances à débit variable

On peut tout d'abord véri�er que pour la source gaussienne, comme l'ont montré Goblick et Holsinger

[104], la performance de la quanti�cation scalaire avec codage entropique � ou simplement scalaire

entropique � est à 1.53 dB (0.255 bit par dimension) de la borne débit-distorsion.

La quanti�cation par troncature sphérique de Z16 avec codage entropique des numéros de sphères

[51] atteint des performances très proches de celles de la quanti�cation scalaire entropique. Ce résul-

tat pourrait a priori être amélioré en employant un réseau possédant plus de structure que Z16, par

exemple RE8, �16 ou �24. Néanmoins, dans ce cas, l'énumération générale des sphères peut devenir

complexe et non-triviale [52, 54]. De plus, le codage entropique de la sortie d'un quanti�cateur par

réseau de points doit s'adapter à des dictionnaires de taille qui grandit exponentiellement avec le

débit ou la dimension.

2.6.2 Complexité

Par rapport à la quanti�cation scalaire uniforme, le désavantage de la quanti�cation vectorielle par

réseau de points est l'augmentation de complexité. Même si des algorithmes rapides de décodage de

réseaux existent [13], ceux-ci requièrent plus d'opérations que des simples arrondis. En quanti�cation

vectorielle par réseau de points, la surcharge est di�cile à gérer et l'indexation explicite peut devenir

très complexe. La quanti�cation par réseau de points ne doit donc pas être tenue pour être la panacée,

d'autant plus que sa conception et son optimisation pour une source donnée n'ont parfois rien de

trivial.

Pour juger du compromis entre performances et complexité, la complexité de calcul de plusieurs

techniques est donnée au tableau 2.5.

Pour des performances proches, les quanti�cations sphérique de [58] et en treillis de [98] ont des

complexités similaires, linéaires en fonction du débit R. À l'opposé la complexité de la quanti�cation

vectorielle non structurée est exponentielle en fonction du débit et de la dimension.
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TABLEAU 2.5: Comparaison des complexités pour la quanti�cation d'une source gaussienne sans

mémoire � N =dimension, R=débit (par dimension), S =nombre d'états du treillis.

Technique Nombre de calculs

(une opération = une fonction arithmétique [105])

quanti�cation sphérique par W�24 [58] R + 126

TCQ à alphabet double [98] 3S + 4R+ 4

LBG [16] 2NR+1

2.6.3 Source laplacienne sans mémoire

La borne débit-distorsion D(R) n'est pas connue explicitement sous forme analytique pour des

sources sans mémoire non-gaussiennes. Pour ces sources, il existe cependant des bornes sur D(R)

[91, pp. 640�641] et en particulier la limite inférieure de Shannon D(R) � 1
2�e2

�2R2h(p). Cette

limite inférieure converge vers la borne D(R) à débit élevé ; à débit faible, la borne D(R) doit être

calculée numériquement par l'algorithme d'Arimoto-Blahut [106].

Les performances réelles de plusieurs techniques sont montrées au tableau 2.6. Comme dans le

cas de la source gaussienne, plusieurs techniques compétitives sont comparées.

On peut observer d'abord comme Farvardin et Modestino [101] que pour la source laplacienne

la quanti�cation scalaire entropique est à 1.5 dB de la borne débit-distorsion, même à bas débit.

On peut faire les mêmes observations que dans le cas de la source gaussienne sans mémoire.

La quanti�cation par réseau de points est compétitive � par rapport à la quanti�cation scalaire

entropique, à la quanti�cation en treillis (TCQ) ou la quanti�cation scalaire-vectorielle (SVQ) � à

condition d'utiliser le codage sur orbite pyramidale (PVQ) [19], le codage par troncature pyramidale

avec "dilatation" de réseau [63] ou une quanti�cation par réseau tronqué par une hyperpyramide

avec codage entropique.
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TABLEAU 2.6: Comparison de plusieurs techniques de quanti�cation pour la source laplacienne

sans mémoire � les valeurs sont données en terme de rapport signal sur bruit (en dB).

Technique Débit (en bit/dimension)

1 2 3 4 5 6

borne débit-distorsion 6.62 12.66 18.68 24.69 30.73 36.75

scalaire uniforme (Z) [91] 3.01 7.07 11.44 15.96 20.60 25.36

Lloyd-Max [95, 97] 3.01 7.54 12.64 18.13 23.87 29.74

scalaire avec codage entropique [98, 97, 101] 5.76 11.31 17.20 23.16 29.19 35.22

LBG, N = 2 (simulations) 3.66 8.84 14.29 20.06

LBG, N = 4 (simulations) 4.63 9.99

LBG, N = 8 (simulations) 5.28

TCQ à alphabet double [98] (256 états) 4.83 9.90 15.37

SVQ [100] (dimension 4) 3.78 9.38 13.99

SVQ [100] (dimension 32) 5.59 10.87 16.14

quanti�cation à 2 étages VQ-PLVQ [102] 10.55 16.34

quanti�cation à 2 étages VQ-(S)LVQ [102] 10.37 16.09

quanti�cation dans A�4 par quadrant [17] 3.97 9.81

quanti�cation pyramidale dans Z16 (PVQ) [19, 63] 5.09 10.42 16.33 22.40 28.68 34.35

quanti�cation pyramidale dans Z32 (PVQ) [19] 5.30 11.09 16.77

troncature pyramidale de Z16 [63] 4.81 10.38 15.45 20.65 25.82 31.13

Z
16 uniforme par morceaux [63] 5.32 10.07 16.23 22.31 28.36 34.41

2.7 Conclusions et aspects connexes

Ce chapitre a présenté une approche de quanti�cation uniforme, exploitant la structure régulière

(linéaire) des réseaux de points : la quanti�cation par réseau de points. On s'est restreint ici au

cas où la quanti�cation utilise un seul dictionnaire (�xe). Cette technique est élégante sur le plan

conceptuel, asymptotiquement optimale (sous certaines conditions et avec un codage entropique).

Surtout elle o�re potentiellement un excellent compromis entre performances et complexité (nombre

d'opérations et stockage) car il existe des algorithmes rapides de recherche du plus proche voisin

dans un réseau de points (in�ni). Néanmoins, sur le plan pratique, elle n'est sans poser quelques

problèmes importants. Le problème le plus ardu est celui de la mise en ÷uvre de dictionnaires de

quanti�cation C de taille �nie à partir d'un réseau de points � (in�ni). Deux sortes d'algorithmes

sont nécessaires : l'indexation des mots de code dans C et la recherche du plus proche voisin dans

C. L'indexation est explicite (au codage Q comme au décodage Q�1) et peut être complexe à débit
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et dimension élevés, dès lors que des réseaux autres que ZN sont utilisés. Le fait d'utiliser un sous-

ensemble �ni de � peut ralentir signi�cativement la recherche du plus proche voisin par rapport

à une recherche dans � (in�ni). Par ailleurs, les performances et complexité pour des sources

arti�cielles sans mémoire (gaussienne et laplacienne) montrent que la quanti�cation par réseau de

points est compétitive à condition d'utiliser des techniques telles qu'une quanti�cation par orbite de

forme adaptée à la source [47, 19, 58], ou une quanti�cation par troncature adaptée à la source avec

codage entropique [74, 51, 27, 56, 75], ou encore une quanti�cation par réseau "dilaté" [63].

Plusieurs aspects n'ont pas été revus, dont la quanti�cation par réseau de points multi-débit [66],

la robustesse de la quanti�cation par réseau de points aux erreurs binaires [107, 108, 109] ou pertes

de paquets [110, 111], ou la quanti�cation par ra�nements successifs [112]. La façon d'appliquer

cette technique de quanti�cation à des problèmes de codage de parole [18, 52, 113, 114, 102, 115, 67,

116, 117, 118, 119, 120], audio [121, 66, 122], d'images [123, 124, 25, 108, 109, 125, 73, 81, 126, 112,

69, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133] ou vidéo [70, 77, 134, 135, 136] n'a pas été présentée, pour ne

pas rentrer dans des détails propres à chaque système de codage. Le couplage entre quanti�cation

par réseau de points et allocation adaptative de bits a par exemple été omis. En�n, les performances

de quanti�cation pour des sources avec mémoire ou des sources réelles (coe�cients de transformée,

etc.) n'ont pas été revues.
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Annexe 2.A : Matrices génératrices ou de Gram des réseaux impor-

tants

Les réseaux importants en dimension N � 24 sont spéci�és ici par matrices génératrices ou matrices

de Gram. On rappelle que le réseau cubique ZN est spéci�é par la matrice génératrice identité.

Famille AN (N � 1) : La matrice de Gram de AN est tridiagonale :

A(AN ) =

26666664
2 �1
�1 2 : : :

. . .
. . . �1
�1 2

37777775 (2.55)

� les coe�cients non spéci�és sont nuls. A2 est le réseau hexagonal. A3 est le réseau cubique à faces

centrées (structure cristalline du cuivre Cu, du chlorure de sodium NaCl, etc.).

Famille A�
N (N � 1) : La matrice de Gram de A�

N est :

A(A�
N ) =

266666666664

N �1 � � � �1 �1
�1 N

. . .
... �1

...
. . .

. . . �1 ...

�1 � � � �1 N �1
�1 �1 � � � �1 N

377777777775
(2.56)

A�
3 est le réseau cubique centré (structure cristalline du fer).

Famille DN (N � 2) : Une matrice génératrice de DN est

M(DN ) =

26666664
2

1 1
...

. . .

1 1

37777775 (2.57)
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D2
�= Z

2 est le réseau en damier (par analogie avec la table de jeu d'échecs). D3
�= A3. D4 est le

réseau de Schlä�i.

Famille D�
N (N � 2) : Une matrice génératrice de D�

N est

M(D�
N ) =

26666664
2

. . .

2

1 1 1 1

37777775 (2.58)

D�
3
�= A�

3.

Famille D+
N (N pair � 4): Une matrice génératrice de D+

N est

M(D+
N ) =

26666666664

2

1 1
...

. . .

1 1

1
2

1
2
� � � 1

2
1
2

37777777775
(2.59)

D+
8 est le réseau de Gosset (1

2
RE8).

Famille EN et E�
N (N = 6; 7; 8) : La famille EN n'est dé�nie que pour N = 6; 7; 8 � de même

que E�
N . E6 est un sous-réseau de A�

7 et E7 est un sous-réseau de D�
8. E8 est équivalent à D+

8 ; il

est auto-dual, i.e. E�
8 = E8. Les réseaux E6, E

�
6 , E7 et E

�
7 sont spéci�és dans [2].

Autres réseaux : Des matrices génératrices pour le réseau de Coxeter K12, le réseau de Barnes-

Wall �16 en dimension 16 et le réseau de Leech R�24 se trouvent dans [2].
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Annexe 2.B : Invariance de G(�) à la dilatation

Le moment normalisé d'ordre 2, G(�), d'un réseau � de RN est dé�ni à l'équation 2.31. Si le réseau

� est dilaté d'un facteur � > 0, on trouve :

G(��) =
1

N

1

vol(V (��))1+2=N

Z
V (��)

kxk2 dx: (2.60)

Or, V (��) = �V (�) et vol(V (��)) = �Nvol(V (�)). L'équation 2.60 peut donc être écrite sous la

forme :

G(��) =
1

N

1

�N+2vol(V (�))1+2=N

Z
�V (�)

kxk2 dx: (2.61)

Le changement de variable x = �y, avec dx = �Ndy, donne :Z
�V (�)

kxk2 dx =

Z
V (�)

�2kyk2 �Ndy = �N+2

Z
V (�)

kyk2 dy: (2.62)

Par suite, G(��) = G(�). Le facteur 1=vol(V (�))2=N rend donc le moment d'ordre 2 invariant à la

dilatation.
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Annexe 2.C : Estimation du moment normalisé d'ordre 2

L'intégrale

G(�) =
1

N

1

V ol(V (�))1+2=N

Z
V (�)

kxk2dx (2.63)

peut être estimée par la méthode de Monte Carlo à l'aide d'un générateur aléatoire uniforme. Le

code MATLAB correspondant est donné ci-dessous dans le cas du réseau A2 :

L = 1000000; % nombre de tirages aléatoires

N=2; % dimension

M = [1 0; 1/2 sqrt(3)/2]; % matrice génératrice de A2

G=0.0; % moment d'ordre 2 normalisé

for i=1:L

% tirage aléatoire d'une source uniforme dans V(A2)

k=rand(1,N);

u=k*M; % u est dans le parallelotope de A2

v=A2_dec(u); % recherche du plus proche voisin dans A2 (i.e. modulo A2)

x=u-v; % x est un point de V(A2)

% accumulation de l'erreur quadratique

G=G+sum(x.^2);

end

G = G/L/(N*abs(det(M))^(2/N)) % valeur de G(A2) pour Vol(V(A2))=1
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Annexe 2.D : Algorithmes rapides de recherche du plus proche voisin

(décodage) pour ZN , DN , 2D
+
N
et �16

Décodage de Z
N : Pour un scalaire x, on dé�nit la fonction [x] comme l'arrondi à l'entier le

plus proche de x. Le décodage d'un point x = (x1; � � � ; xN ) 2 R
N dans ZN se réduit à calculer

y = ([x1]; � � � ; [xN ]).

Décodage de DN (N � 2) : Le décodage dans DN s'appuie sur le décodage dans ZN et la règle

de Wagner [137]. Ses étapes sont :

1. Calculer le plus proche voisin y = (y1; � � � ; yN ) de x dans ZN, ainsi que s = y1 + � � �+ yN ;

2. Si la somme s est impaire, appliquer la règle de Wagner à y :

(i) Localiser l'erreur d'arrondi maximale

j = arg max
1�i�N

jxi � yij (2.64)

(ii) Si xj � yj < 0, yj := yj � 1, sinon yj := yj + 1

En cas de violation de parité, la règle de Wagner consiste donc à arrondir une des composantes de x

dans le mauvais sens ; pour minimiser l'erreur quadratique, on change la composante pour laquelle

l'erreur d'arrondi est maximale.

Décodage de 2D+
N (N pair � 4) : Le réseau 2D+

N est constitué de 2 cosets de 2DN , puisque par

dé�nition [2]

2D+
N = 2DN [ f2DN + [11 � � � 1]g (2.65)

Le décodage de 2D+
N peut donc s'appuyer sur le décodage par cosets de [13]. Ses étapes sont :

1. Calculer le plus proche voisin y0 de x dans 2DN
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2. Calculer le plus proche voisin y1 de x dans 2DN + [11 � � � 1] :

(i) Calculer x1 = x� [11 � � � 1]

(ii) Calculer le plus proche voisin y de x1 dans 2DN

(iii) Calculer y1 = y + [11 � � � 1]

3. Si kx� y0k2 < kx� y1k2, y = y0 sinon y = y1.

Cet algorithme utilise deux décodages dans 2DN . Ce dernier se déduit facilement du décodage dans

DN en faisant l'arrondi dans 2ZN , puis en appliquant la règle de Wagner si la somme des composantes

n'est pas un multiple de 4 et le cas échéant en modi�ant la composante d'erreur maximale par �2.

Décodage de �16 : Le réseau �16 est constitué de 32 cosets de 2D16 :

�16 =
[

c2(16;5;8)
2D16 + c (2.66)

où le code binaire (16; 5; 8) est le code de Reed-Muller d'ordre 1 de matrice génératrice26666666664

1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

37777777775
(2.67)

Le décodage de �16 � comme celui de 2D+
N � peut être réalisé par cosets d'après le principe de [13].

L'algorithme associé n'est pas détaillé par souci de concision ; sa complexité peut être réduite en

éliminant des calculs redondants (arrondis et calculs de métriques).

Comparaison des complexités de décodage : La complexité de décodage pour les réseaux

Z
N, DN , 2D

+
N et �16 est comparée au tableau 2.7. Le calcul de valeurs absolues et du signe ne

sont pas comptabilisés. L'aglorithme de décodage par cosets de �16 est supposé non optimisé.

Cette comparaison montre néanmoins que plus la structure du réseau est complexe plus le nombre

d'opérations est élevé.
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TABLEAU 2.7: Comparaisons des complexités (maximales) de décodage pour les réseaux ZN, DN ,

2D+
N et R�16.

Nombre d'opérations Z
N DN 2D+

N �16 (N = 16)

Additions 2N 8N 158N
Multiplications 2N 32N
Comparaisons N � 1 2N � 1 32N � 1

Arrondis N N 2N 32N
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Annexe 2.E : Numérotation des orbites sphériques de RE8 par leaders

Le réseau RE8 est un réseau de points important en dimension 8 � relativement simple �, qui trouve

plusieurs applications pratiques en quanti�cation [52, 53, 66]. Il peut être dé�ni de plusieurs façons.

D'abord à partir de D8 :

RE8 = 2D+
8 = 2D8

[
f2D8 + [11 � � � 1]g : (2.68)

Alternativement par la formule de [30] :

RE8 = 4Z8 + 2(8; 7; 2) + (8; 1; 8) =
�
x = 4z + 2c + djz 2 Z8; c 2 (8; 7; 2);d 2 (8; 1; 8)

	
(2.69)

où les code binaires (8; 7; 2) et (8; 1; 8) sont respectivement le codes à parité (paire) et le code à

répétition. Ou simplement en observant que RE8 comprend tous les points x = (x1; � � � ; x8) tels
que :

1. x 2 Z8, soit x est un vecteur entier ;

2. la somme x1 + x2 + � � �+ x8 des composantes de x est un multiple de 4 ;

3. les composantes de x sont ou bien toutes paires ou bien toute impaires.

Les contraintes dans cette dernière dé�nition se déduisent facilement de l'équation 2.69 � en partic-

ulier la contrainte 2 est due au code (8; 7; 2) et la contrainte 3 au code (8; 1; 8).

Le réseau RE8 est intégral : ses orbites sphériques (sphères) ont un rayon
p
8m, où m est un

entier � 0. Cette propriété est facile à véri�er en développant kxk2 à partir de l'équation 2.69. On

note RE8(m) la sphère de RE8 de rayon
p
8m. Alors :

RE8 =
[
m�0

RE8(m) (2.70)

L'énumération des points des premières sphères RE8(m) a été réalisée dans [47, 52, 53] à l'aide du

concept de vecteur directeur (ou leader).
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On dé�nit ainsi une classe d'équivalence sur RE8 :

x � y (2.71)

si et seulement si y est une permutation des composantes de x. Par exemple, (2; 0;�2; 0; 0; 0; 0; 0) �
(0; 0; 0; 0; 2;�2; 0; 0). Cette relation induit une partition de RE8 en classes d'équivalence qui sont

des codes à permutations. En considérant l'ordre lexicographique, on dé�nit comme leader signé

le maximum de chaque classe d'équivalence. L'énumération de RE8(m) par leaders signés permet

d'appliquer les algorithmes de recherche du plus proche voisin de [138] et d'indexer chaque point de

RE8(m) grâce à un numéro de classe et un rang de permutation (calculé par exemple par la formule

de [139]). Grâce au concept de leader signé, le codage d'un vecteur quelconque peut être e�ectué de

manière optimale en comparant ce vecteur à quelques leaders uniquement. Cette recherche du plus

proche voisin est en général beaucoup plus rapide qu'une recherche exhaustive dans un dictionnaire

stochastique. Néanmoins, l'indexation est explicite, sa complexité algorithmique est non négligeable

et elle requiert de stocker quelques tables d'indexation.

Pour réduire le nombre de leaders et accélérer la recherche du plus proche voisin, on peut dé�nir

un nouveau partitionnement de RE8(m) :

x � y (2.72)

si et seulement si les valeurs absolues des composantes de x et y arrangées dans l'ordre décroissant

sont identiques. Par exemple, (2; 0;�2; 0; 0; 0; 0; 0) � (0; 0; 2; 0; 2; 0; 0; 0). Cette relation induit une

nouvelle partition de RE8 en classes d'équivalence qui peuvent aussi être interprétées comme des

codes à permutations. En considérant l'ordre lexicographique, on dé�nit comme leader absolu le

maximum de chaque classe d'équivalence. Néanmoins, les permutations des leaders absolus sont

cette fois-ci signées et le nombre de composantes négatives est contraint pour chaque leader absolu

[52].

L'indexation par leader introduite par Adoul dans [18, 47] a été étendue à R�24 dans [54] et à

d'autres réseaux dans [55, 56, 57].
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Chapitre 3

CODAGE DE VORONOÏ

QUASI-ELLIPSOÏDAL

Ce chapitre traite du problème de la conception de quanti�cateurs vectoriels algébriques ellipsoïdaux.

On cherche en particulier à dé�nir des dictionnaires C de forme ellipsoïdale, conduisant à un bon

compromis entre performances de quanti�cation et complexité. Une façon de dé�nir C consiste à

tronquer un réseau de points � de RN par un ellipsoïde. Un exemple est donné à la �gure 3.1 dans

le cas du réseau A2.

Les dictionnaires C sont dé�nis ici de la même façon en ne retenant qu'un sous-ensemble �ni d'un

réseau de points �. Pour les mettre en ÷uvre, on doit trouver des algorithmes e�caces d'indexation

et de recherche. L'indexation implique de pouvoir numéroter tous les éléments de C par des indices

binaires distincts et de retrouver chaque élément de C à partir de son indice, tandis que la recherche

dans C implique idéalement de trouver le plus proche voisin de n'importe quel point x de RN dans

C. On dé�nit dans ce chapitre une technique générale et paramétrable de quanti�cation algébrique

(quasi)-ellipsoïdale, qui conduit à une indexation totalement algorithmique, rapide et indépendante

de la taille de C, et virtuellement sans stockage, ainsi qu'à une recherche dont la complexité maximale

est limitée. La quanti�cation est dite quasi-ellipsoïdale, car la région de troncature utilisée n'est pas
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un ellipsoïde, bien qu'elle s'en approche.

Figure 3.1: Exemple de dictionnaire de quanti�cation ellipsoïdal C dans le cas du réseau A2.

La technique de quanti�cation développée dans ce chapitre généralise le codage de Voronoï,

introduit par Conway et Sloane dans [1]. Elle est donc appelée codage de Voronoï quasi-ellispoïdal.

Elle a été partiellement introduite dans [2, chap. 1]. On apporte néanmoins des éléments nouveaux et

importants qui complètent l'étude de [2]. Tout d'abord, les dictionnaires de quanti�cation C utilisés

dans [2] sont clairement dé�nis ici comme des codes de Voronoï, alors qu'ils sont introduits dans [2]

uniquement par des algorithmes d'indexation. Ils sont dé�nis ici de la façon la plus générale possible,

contrairement à [2]. De plus, on introduit un algorithme d'indexation général (indépendant du

réseau � utilisé), qui remplace les algorithmes spéci�ques de [2]. En�n on présente un algorithme de

recherche du plus proche voisin basé sur une recherche rapide de vecteur pertinent. Cet algorithme,

gérant la surcharge par projection et réduction itérative, a une complexité maximale limitée et

indépendante de la source � contrairement à l'algorithme de recherche décrit dans [2]. L'utilisation

d'une projection avant réduction itérative est inspirée par les développements de [3].

Les développements présentés ici ont été motivés par une approche semi-paramétrique de quan-

ti�cation d'enveloppe de prédiction linéaire [4]. Suivant cette approche, les coe�cients de prédiction

linéaire (ou une représentation équivalente) sont codés à l'aide d'une analyse en composantes princi-

pales [2, 4] ou en modélisant la distribution de probabilité de la source par mélange de lois gaussiennes

[4, 5, 6, 7, 8, 9] ; le problème de la quanti�cation est alors essentiellement réduit à la conception des

codes pour représenter des sources gaussiennes vectorielles.
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Des codes algébriques ellipsoidaux ont été proposés dans [10, 11, 12]. Néanmoins, ces codes

possèdent certaines limites. Ainsi, le réseau Z utilisé dans [10] n'apporte aucun gain granulaire. De

plus, la technique de [11, 12], qui généralise la troncature sphérique en énumérant des points sur des

orbites elliptiques, a une complexité exponentielle en fonction du débit du code et de la dimension

de quanti�cation, et requiert une conception et une mise en ÷uvre non-triviales et dépendantes du

débit de codage.

Ce chapitre est organisé comme suit. Des dé�nitions préliminaires et une revue succinte du

codage de Voronoï sont présentées dans la section 3.1. Les codes de Voronoï quasi-ellipsoidaux sont

dé�nis et étudiés dans la section 3.2. Des algorithmes d'indexation généraux sont détaillés dans la

section 3.3. Ceux-ci comprennent une étape qui peut être optimisée en fonction du réseau � utilisé ;

on détaille ici cette optimisation dans le cas de réseaux A2, DN (N � 2), 2D+
N (N pair � 4) et �16.

Le problème de la recherche du plus proche voisin est étudié dans la section 3.4. L'optimisation des

performances pour la source est présentée à la section 3.5. En particulier, le codage de Voronoï est

optimisé dans un schéma de type gain-forme ; cependant, cette optimisation ne rentre pas dans le

cadre de la théorie de la quanti�cation vectorielle de type gain-forme de [13]. Les performances et la

complexité des codes de Voronoï sont discutées dans la section 3.6, avant de conclure dans la section

3.7.

3.1 Préliminaires

On reprend et complète ici une partie des dé�nitions de base vues au chapitre 2.

3.1.1 Réseaux de points

On considère ici uniquement des réseaux réguliers de points dans RN de rang maximal. En général,

un réseau dans RN est noté � et dé�ni par :

� =
�
k1v1 + � � �+ kNvN jk = (k1; � � � ; kN ) 2 ZN

	
(3.1)
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où fvig1�i�n forme un ensemble de vecteurs linéairement indépendants dans RN . Ces vecteurs de

base forment une matrice appelée matrice génératrice M(�) de � :

M(�) =

26664
v1
...

vN

37775 : (3.2)

Ils correspondent aux lignes de M(�). Ainsi, si k est un vecteur dans ZN, x = kM(�) génère un

point dans � et xM(�)�1 fournit la décomposition k dans la base adoptée. Le réseau � peut donc

être écrit :

� =
�
kM(�)jk 2 ZN

	
: (3.3)

Dans un tel réseau toutes les régions de Voronoï sont congruentes [14] et on ne retient ici que la

région de Voronoï associée à l'origine, laquelle est notée V (�).

On utilise plus spéci�quement pour � les réseaux A2, DN , 2D
+
N and �16. Ceux-ci sont tous

dé�nis et spéci�és par une matrice génératice dans [14]. Cependant pour lever toute ambiguïté, les

matrices génératrices utilisées ci-après sont toutes dé�nies dans les annexes 2.A et 3.A. Les matrices

utilisées ici sont toutes triangulaires inférieures ; cette propriété est imposée ici pour simpli�er les

algorithmes d'indexation des codes de Voronoi quasi-ellipsoïdaux.

Suivant [15], si �0 est un sous-réseau de �, j�=�0j fait référence à l'ordre de la partition �=�0.

On trouve plus de détails à ce sujet au paragraphe 2.2.4.

3.1.2 Troncature par région de Voronoï : codage de Voronoï

Étant donné un réseau � dans RN , un code de Voronoï C peut être dé�ni comme dans [1]

C = � \ (mV (�) + a) ; (3.4)

où m est un entier � 2 et a est un décalage approprié dans RN qui assure qu'aucun point de � ne

soit sur la frontière de la région mV (�) + a.
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L'équation 3.4 montre que le code C est obtenu en ne retenant de � que les points qui appartien-

nent à la région mV (�)+a. La région de troncature de � est mV (�)+a. Puisque que cette région

a la forme de V (�), la troncature utilisée peut être appelé troncature de Voronoï. Un exemple de

code C est montré à la �gure 3.2 (a) dans le cas du réseau � = A2, pour m = 4 et a = (0:3; 0).

La taille du code C est j�=m�j = mN [1] et le débit de C est de log2m � 1 bit par dimension.

En choisissant m = 2R où R est entier � 1, on obtient des débits entiers par dimension. Le code de

la �gure 3.2 (a) a ainsi un débit de 2 bits par dimension et contient 16 points.

La troncature de Voronoï telle qu'introduite dans [1] est quasi-sphérique. Elle a été étendue

dans [16] au cas où � est tronqué par la région de Voronoï d'un réseau géométriquement similaire

à �. Elle conduit à des codes algébriques optimisés pour une indexation rapide. Les algorithmes

d'indexation associés reposent essentiellement sur le décodage du réseau et l'opération de modulo

[1].

Un code de Voronoï peut être interprété de plusieurs façons :

� D'après l'équation 3.4, un code de Voronoï peut être vu directement comme la troncature de

� par une région de Voronoï V (�) dilatée par un facteur m et translatée de a.

� On peut également interpréter la région de troncature comme étant V (m�) + a (au lieu de

mV (�) + a) où m� est un réseau de troncature [16]. L'avantage de cette interprétation vient

du fait que C peut alors être vu comme un ensemble de vecteurs générateurs (ou coset leaders)

de norme minimale de la partition �=m� [16].

� La troncature de Voronoï peut être interprétée de façon équivalente comme une congruence

[14] � les réseaux � et m� étant les opérandes.

Le problème de l'optimisation du décalage a a été abordé dans [1, 16]. Dans [1], a est ajusté de

sorte qu'il soit le barycentre de C, et donc que le code C � a soit à moyenne nulle. Une procédure

itérative est dé�nie pour optimiser a : a est d'abord initialisé de façon aléatoire en s'assurant

qu'aucun point de � n'est sur la frontière de mV (�) + a ; à chaque itération, a est remplacé par
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(a) code de Voronoï (b) code de Voronoï quasi-ellipsoïdal

m = 4, a = (0:3; 0) m = (12; 4), a = (0:3; 0)

Figure 3.2: Exemple de codes de Voronoï pour � = A2.

le centroïde de C. Cette procédure minimise de façon heuristique l'énergie moyenne du code C [1].

Des méthodes d'optimisation alternatives du vecteur a sont décrites dans [16] :

� Une méthode �xe d'abord a = (0; � � � ; 0) (des points de � sont alors sur la frontière demV (�)+

a). Puis elle identi�e tous les vecteurs de norme minimale dans chacun des cosets de m� dans

� et sélectionne un représentant par coset suivant une relation d'ordre [16, p. 942]. Cette

méthode tend à minimiser l'énergie moyenne du code C � a.

� L'autre méthode �xe le décalage à a = (0; � � � ; 0). Elle implique de coder une information

supplémentaire à débit variable [16, p. 943].

3.2 Codes de Voronoï quasi-ellipsoidaux

3.2.1 Dé�nition

Étant donné un réseau � dans RN , un code de Voronoï quasi-ellipsoïdal C est dé�ni comme :

C = � \
�
V (�0) + a

�
; (3.5)
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où

�0 =
n
(m1x1; � � � ;mNxN )jx 2 �;m 2 (Nn f0; 1g)N

o
; (3.6)

le vecteurm étant de plus contraint de telle sorte que �0 soit un sous-réseau de �. Si � est un réseau

de points associé à un empilement de sphères, �0 est un réseau de points associé à un empilement

d'ellipsoïdes ; la région de Voronoï V (�0) n'est autre que V (�) dilatée dimension par dimension

suivant les composantes de m.

Par dé�nition le vecteur m possède N composantes entières � 2. Le décalage a dans RN joue le

même rôle que dans le codage de Voronoï standard. La région V (�0), qui est la région de Voronoï de

�0 associée à l'origine, correspond à la région V (�) mise à l'échelle dimension par dimension suivant

les composantes de m. Cette troncature de réseau est illustrée à la �gure 3.2 (b), pour m = (12; 4)

et a = (0:3; 0).

Propriété: La taille du code C est
QN

i=1mi

Preuve: Si �0 est un sous-réseau de �, la taille de C est j�=�0j (voir par exemple [16]). De plus il

est facile de véri�er d'après la dé�nition de �0 que

� =
[

k2ZN

tel que 0�ki<mi 8i=1;2;���;n

�0 + kM(�) (3.7)

Par conséquent il y a
QN

i=1mi cosets de �
0 dans �, ce qui prouve la propriété.

3.2.2 Modulos de Voronoï admissibles et matrice Q

On se propose ici de trouver tous les vecteurs m dans (Nnf0; 1g)N tels que le réseau �0, dé�ni par

l'équation 3.6, soit un sous-réseau de �.
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Théorème : �0 est un sous-réseau de � si et seulement si la matrice

Q =M(�)diag(m1; � � � ;mN )M(�)�1 (3.8)

est une matrice à coe�cients entiers.

Preuve: On suppose d'abord que �0 est un sous-réseau de �. Les lignes de M(�) sont dans �, et

les lignes de M(�)diag(m1; � � � ;mN ) sont dans �0. Puisque �0 est un sous-réseau de �, les lignes

de M(�)diag(m1; � � � ;mN ) sont aussi dans �. Chaque ligne de M(�)diag(m1; � � � ;mN ) multipliée

à droite par M(�)�1 donne donc une décomposition dans la base de � en terme de coordonnées

entières. Par conséquent M(�)diag(m1; � � � ;mN )M(�)�1 est une matrice à coe�cients entiers.

Pour prouver la réciproque, on suppose que M(�)diag(m1; � � � ;mN )M(�)�1 est une matrice à

coe�cients entiers. Un point �0 dans �0 peut être décomposé comme �0 = kM(�0). On peut ré-écrire

cette dernière expression sous la forme �0 = kM(�)diag(m1; � � � ;mN ) d'après la dé�nition de �0.

Par hypothèse, �0 étant un point de �0, c'est aussi un point de �. Donc �0M(�)�1 est un vecteur

entier, et �0 est obtenu par une combinaison linéaire à coe�cients de proportionalité entiers de la

base de �. Par suite �0 2 � et �0 est un sous-réseau de �. �

Ce théorème se comprend intuitivement en remarquant que M(�)diag(m1; � � � ;mN ) donne en

fait une base de �0 et que la matrice Q fournit les coordonnées de cette base de �0 dans la base de

� spéci�ée par M(�). Les conditions sur m pour que �0 soit un sous-réseau de � se déduisent du

théorème ci-dessus. Le critère est de plus invariant pour toute transformation orthogonale entière

de � : si M(�) est une matrice génératrice de �, toute matrice de la forme �TM(�) spéci�ant

�� où � est un facteur d'échelle et T une matrice orthogonale entière (det T = �1), conduit à des

contraintes identiques sur m. Cependant, en général deux matrices génératices M(�1) et M(�2) de

deux réseaux équivalents �1 et �2 ne donnent pas les mêmes contraintes sur m. Par exemple, les

contraintes sur m di�èrent pour les deux réseaux équivalents �1 = Z
2 et �2 = D2.

Corollaire: Les valeurs de m admissibles sont des points de (Nnf0; 1g)N \ A, où A est un réseau

régulier entier fonction de �.



95

Preuve: On note parA l'ensemble des vecteursm deRN tels queQ =M(�)diag(m1; � � � ;mN )M(�)�1

soit une matrice entière. Sans perte de généralité, on impose à M(�) d'être triangulaire inférieure.

Alors il est facile de montrer que Q est triangulaire inférieure et a comme coe�cients diagonaux

m1; � � � ;mN , i.e.

Q =

26666664
m1

�2;1 m2

...
. . .

. . .

�N;1 � � � �N;N�1 mN

37777775 : (3.9)

On en déduit que si m 2 A, alors m est un vecteur entier. De plus, on peut véri�er que l'ensemble

A est non-vide et qu'il admet une structure de groupe additif. Par conséquent, A est un réseau de

points entier, c'est-à-dire un sous-réseau de ZN. La preuve est complétée en remarquant que les

vecteurs admissibles m sont dé�nis dans (Nnf0; 1g)N \A. �

3.2.3 Exemples de contraintes sur m

Pour le réseau A2, la condition devient

Q =M(A2)

24 m1 0

0 m2

35M(A2)
�1 =

24 m1 0

m1�m2

2
m2

35 ; (3.10)

où M(A2) est donnée à l'annexe 3.A. On en déduit que m1 et m2 doivent être de parité identique

(paire ou impaire). La même approche peut être utilisée pour les réseaux DN , 2D
+
N et �16, en

utilisant les matrices génératrices dé�nies à l'annexe 3.A. Les résultats sont rassemblés dans le

tableau 3.1.

3.3 Algorithmes d'indexation

En général l'indexation d'un code issu d'un réseau de points de � est non-triviale. Le codage de

Voronoï, tel qu'introduit dans [1], est une technique élégante de troncature de réseau conduisant à

des algorithmes d'indexation généraux et simples à mettre en ÷uvre. Il est souhaitable de retenir cet
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TABLEAU 3.1: Modulos de Voronoï m admissibles (par dé�nition m est aussi contraint à être dans

(Nnf0; 1g)N ).

Réseau Constraintes sur m

A2 m1 et m2 ont une parité identique

(i.e. m 2 D2)

DN m1; � � � ;mN sont de même parité

(i.e. m 2 D�
N )

2D+
N m1; � � � ;mN sont de même parité

et
PN

i=1mi est un multiple de 4

(si n est pair, m 2 2D+
N )

�16 m 2 �16

attribut pour les codes de Voronoï quasi-ellipsoïdaux, et de minimiser les changements à l'algorithme

original de [1]. On montre ici que, pourvu que m soit un modulo de Voronoï admissible, un code

de Voronoï quasi-ellipsoïdal dé�ni dans un réseau � et spéci�é par m et a peut être indexé à partir

des algorithmes détaillés dans les paragraphes suivants et résumés à la �gure 3.3. Les opérations

vectorielles mod, mult and div sont respectivement la multiplication, la division et le modulo

composante par composante. Pour x et y dans RN , j dans ZN et m dans (Nnf0; 1g)N , on a :

mod(j;m) = (j1(modm1); � � � ; jN (modmN )) (3.11)

mult(x;y) = (x1y1; � � � ; xNyN ) (3.12)

div(x;y) = (x1=y1; � � � ; xN=yN ) (3.13)

où mod est le modulo scalaire.

L'indice k n'est pas scalaire, mais plutôt un vecteur à composantes entières véri�ant 0 � ki < mi

pour i 2 f1; � � � ; Ng. Par conséquent, k peut prendre
QN

i=1mi valeurs di�érentes. Pour former

un indice scalaire K, les composantes d'un indice de Voronoï k peuvent être multiplexées (exem-

ple : K = k1
QN

i=2mi + k2
QN

i=3mi + � � � + kN�1mN + kN ). L'indice K peut être représenté sur

dlog2
�QN

i=1mi

�
e bits.

A�n de mieux expliquer le principe de ces algorithmes, le décodage est décrit avant le codage.
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Codage: mot de code � 2 � ! indice k

1. Calculer j = �M(�)�1

2. Modi�er conditionellement j : j0 = j+ f(j;m)
3. Calculer k =mod(j0;m)

Décodage: indice k ! mot de code � 2 �

1. Calculer x = kM(�)
2. Calculer y = div(x� a;m)
3. Trouver le plus proche voisin z de y dans �
4. Calculer � = x�mult(m; z)

Figure 3.3: Algorithmes d'indexation pour un code de Voronoï quasi-ellipsoïdal.

3.3.1 Décodage

L'algorithme de décodage de la �gure 3.3 associe à un indice k un mot de code �. Cet algorithme

est une simple généralisation de [1]. On peut véri�er1 que pour que le décodage produise des points

dans �, �0 doit être sous-réseau de �. Les étapes 1 à 4 de l'algorithme sont résumées ci-dessous :

� = x�Q�0(x� a) (3.14)

où Q�0 désigne le décodage dans �0 et x = kM(�). D'après l'équation 3.14, tout � généré par

l'algorithme de décodage est dans C.

Le fonctionnement de l'algorithme de décodage est illustré à la �gure 3.4. Dans cet exemple, le

réseau est A2 et les paramètres du codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal sont a = (0:1; 0) etm = (5; 3).

La �gure 3.4 (a) rassemble tous les points x générés à l'étape 1 ; ces points sont étiquetés par les

indices k = (k1; k2) correspondants. Les étapes 2 à 4 consistent à identi�er dans quelle "grande

cellule" (c'est-à-dire quelle région de Voronoï de �0 + a) se situe un x donné et de ramener x à

l'intérieur de la région de troncature. Cette opération est illustrée par une �èche. L'ensemble des

mots de code décodés de la sorte est représenté à la �gure 3.4 (b). L'origine correspond au point

étiqueté par (0; 0).

À partir de cet exemple, il est facile de véri�er intuitivement que deux indices di�érents k et

1Voir l'étape 4 du décodage : le terme mult(m; z) doit être dans � pour que � soit aussi dans �.
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(b) ensemble des mots de code � étiquetés par un indice k

Figure 3.4: Exemple d'indexation d'un code de Voronoï quasi-ellipsoïdal (cas de A2).

k0 génèrent par décodage deux mots de code di�érents dans C. Cette propriété est la conséquence

directe de l'équation 3.14, laquelle peut être interprétée comme une opération de modulo sur le

réseau �. Deux points de � se trouvant dans un même région de Voronoï de �0 + a correspondent
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sans équivoque à deux points congruents dans une autre région de Voronoï de �0 + a.

3.3.2 Codage

L'algorithme de codage de la �gure 3.3 associe un indice k à un mot de code � de C. Si les étapes

1 et 3 généralisent le codage de [1], l'étape 2, appelée "modi�cation conditionnelle", constitue une

spéci�cité du codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal par rapport à [1].

Principe de l'algorithme de codage : Un élément � d'un code de Voronoï quasi-ellipsoïdal C

speci�é dans � par m et a peut être interprété comme un mot de code généré en décodant un indice

k. L'objectif est de retrouver ce même indice k à partir de �.

En utilisant les étapes 1 et 4 de l'algorithme de décodage, on peut postuler qu'il existe un indice

k et un point z 2 � tels que :

� = kM(�)�mult(m; z): (3.15)

Puisque z 2 �, il existe aussi l 2 ZN tel que z = lM(�). Alors l'équation 3.15 devient :

� = kM(�)� lM(�)diag(m1; � � � ;mN ): (3.16)

Par conséquent, l'indice intermédiaire j = �M(�)�1 à l'étape 1 de l'algorithme de codage peut être

décomposé sous la forme :

j = k� lQ; (3.17)

où

Q =M(�)diag(m1; � � � ;mN )M(�)�1: (3.18)

Pour obtenir automatiquement l'indice k à partir de �, le terme additionnel lQ doit être "supprimé".

C'est le rôle des étapes 2 et 3 de l'algorithme de codage.

Principe de la modi�cation conditionnelle : Si M(�) est spéci�ée comme une matrice trian-

gulaire inférieure, il est facile de véri�er que la matrice Q est aussi triangulaire inférieure et a pour
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éléments diagonaux m1; � � � ;mN , comme décrit ci-dessous :

Q =

26666664
m1

�2;1 m2

...
. . .

. . .

�N;1 : : : �N;N�1 mN

37777775 (3.19)

Cette matrice a été vue au paragraphe 3.2.2, à l'équation 3.9. De plus, si m est contraint de telle

sorte que �0 soit un sous-réseau de �, Q est entière. En utilisant l'équation 3.19, on peut reformuler

l'équation 3.17 comme un système d'équations :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

j1 = k1 � (m1l1 + �2;1l2 + � � �+ �N;1lN )

j2 = k2 � (m2l2 + �3;2l3 + � � �+ �N;2lN )
...

jN�1 = kn�1 � (mN�1lN�1 + �N;N�1lN )

jN = kN �mN lN

(3.20)

En utilisant le fait que la i�eme composante de k est bornée, soit 0 � ki < mi, on peut calculer

récursivement : 8>>>>>><>>>>>>:

lN = �bjN=mNc
lN�1 = �b(jn�1 + �N;N�1lN )=mN�1c
...

l2 = �b(j2 + (�3;2l3 + � � �+ �N;2lN )=m2c

(3.21)

où b:c désigne l'arrondi à l'entier inférieur. Ensuite en calculant8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

j0N = jN

j0N�1 = jN�1 + �N;N�1lN
...

j02 = j2 + (�3;2l3 + � � �+ �N;2lN )

j01 = j1 + (�2;1l2 + � � �+ �N;1lN )

(3.22)

on peut véri�er que j0i = ki (mod mi) pour tout i 2 f1; � � � ; ng. La modi�cation conditionnelle est

donnée par les équations 3.21 et 3.22.
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On rappelle que pour que la modi�cation conditionnelle soit applicable, le vecteur m doit être

un modulo de Voronoï admissible ; dans ce cas, la matrice Q, de�nie à l'équation 3.18, est entière.

3.3.3 Exemples de modi�cation conditionnelle

On présente ici des réalisations spéci�ques de l'algorithme de modi�cation conditionnelle pour les

réseaux A2, DN , 2D
+
N et �16.

Modi�cation conditionnelle pour A2 : Dans le cas de A2 la modi�cation conditionnelle de-

vient :

i. Calculer l2 = �bj2=m2c
ii. Fixer j01 = j1 + (m1 �m2)l2=2 et j02 = j2

Pour prouver que cette procédure est valide, on peut d'abord observer que la matrice Q de

l'équation 3.18 devient pour A2 :

Q =

24 m1 0

m1�m2

2
m2

35 (3.23)

On retrouve ici l'équation 3.10. Le système donné à l'équation 3.20 se réduit à :8<: j1 = k1 �m1l1 � (m1 �m2)l2=2

j2 = k2 �m2l2

(3.24)

Par suite, j2 (mod m2) = k2. En général on a j1 (mod m1) 6= k1 à cause du terme (m1 �m2)l2=2.

Si m est un modulo de Voronoï admissible, Q est entière, donc (m1 � m2)=2 est entier, donc

(m1 �m2)l2=2 aussi.

En utilisant le fait que par dé�nition 0 � k2 < m2, on peut calculer l'entier l2 à partir j2 tel que

l2 = �bj2=m2c. Alors en posant j01 = j1 + (m1 �m2)l2=2 et j02 = j2, il vient j
0
1 = k1 (mod m1) et

j02 = k2 (mod m2).
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Modi�cation conditionnelle pour DN : On peut utiliser le même principe que dans le cas de

A2. Cependant cette fois-ci la matrice Q est donnée par :

Q =

26666664
m1

m1�m2

2
m2

...
. . .

m1�mN

2
mN

37777775 ; (3.25)

où les éléments manquants dans Q sont des zéros. On obtient donc la suite d'opérations pour DN :

i. Calculer li = �bji=mic pour i 2 f2; � � � ; Ng

ii. Fixer j01 = j1 +

NX
i=2

(m1 �mi)li=2

Fixer j0i = ji for i 2 f2; � � � ; ng

Modi�cation conditionnelle pour 2D+
N : Pour 2D+

N la matrice Q est donnée ci-dessous par :

Q =

26666666664

m1

m1�m2

2
m2

...
. . .

m1�mN�1

2
mN�1

s m2�mN

2
: : :

mN�1�mN

2
mN

37777777775
(3.26)

où s = (m1 �m2 � � � � �mN�1 + (N � 3)mN )=4 et les éléments manquants dans Q sont des zéros .

On montre alors que la modi�cation conditionnelle peut être mise en ÷uvre comme suit :

i. Calculer lN = �bjN=mNc
Fixer j0N = jN

ii. Pour i 2 f2; � � � ; N � 1g:
� calculer li = �b(ji + mi�mN

2
lN )=mic

� �xer j0i = ji + (mi �mN )lN=2

iii. Fixer j01 = j1 +
PN�1

i=2 (m1 �mi)li=2 + slN
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Modi�cation conditionnelle pour �16 : Le développement de l'étape de modi�cation condi-

tionnelle est moins direct dans le cas �16. La matrice Q est en e�et plus complexe pour �16.

Celle-ci n'est pas présentée ici, mais elle peut être facilement calculée en fonction de m1; � � � ;m16.

La modi�cation conditionnelle pour �16 est donnée ci-dessous :

i. Calculer l16 = �bj16=m16c
Fixer j016 = j16

ii. Pour i 2 f15; � � � ; 2g (en ordre décroissant) :

� calculer ti suivant le tableau 3.2

� calculer li = �b(ji + ti)=mic
� �xer j0i = ji + ti

iii. Calculer t1 suivant la table 3.2

Fixer j01 = j1 + t1

TABLEAU 3.2: Valeurs de ti utilisées dans la modi�cation conditionnelle pour �16.

i ti

15 (m15 �m16)l16
14 (m14 �m16)l16
13 (m13 �m16)l16
12 (m12 �m15)(l15 + l16)

11 [(m11 �m14)l14 + (m11 �m15)l15 + (m11 �m14 �m15 +m16)l16] =2

10 [(m10 �m13)l13 + (m10 �m14)l14 + (m10 �m13 �m14 +m16)l16] =2

9 [(m9 �m12)l12 + (m9 �m13)l13 + (m9 �m13)l15 ++(m9 �m12 �m13 +m16)l16] =2

8 [(m8 �m12)l12 + (m8 �m14)l14 � (m12 �m15)l15 + (m8 �m12 �m14 +m15)l16] =2

7 [(m7 �m13)l13 + (m7 �m15)l15 + (m7 �m13 �m15 +m16)l16] =2

6 [(m6 �m12)l12 + (m6 �m14)l14 + (m6 �m12)l15 + (m6 �m12 �m14 +m16)l16] =2

5 [(m5 �m13)l13 + (m5 �m14)l14 + (m5 �m15)l15 + (m5 �m13 �m14 �m15 +m16)l16] =2

4 [(m4 �m12)l12 + (m4 �m13)l13 + (m4 �m14)l14 + (m4 �m12)l15 + (m4 �m12 �m13 �m14 +m16)l16] =2

3 [(m3 �m12)l12 + (m3 �m13)l13 + (m3 �m14)l14 � (m3 �m15)l15 + (m3 �m12 �m13 �m14 +m15 +m16)l16] =2

2 [(m2 �m12)l12 + (m2 �m13)l13 � (m2 �m15)l15 + (m2 �m12 �m13 +m15)l16] =2

1
P11

i=2(m1 �mi)li=2 +
P16

i=12 �i;1li où

�12;1 = (m1 �m2 �m3 �m4 �m6 �m8 �m9 + 5m12)=4
�13;1 = (�m2 �m3 �m4 �m5 �m7 �m9 �m10 + 7m13)=4
�14;1 = (�m3 �m4 �m5 �m6 �m8 �m10 �m11 + 7m14)=4
�15;1 = (�m4 �m5 �m6 �m7 �m9 �m11 + 5m12 +m15)=4

�16;1 = (m1 � (
P11

i=2mi) + 5m12 + 7m13 + 7m14 +m15 � 11m16)=4
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3.3.4 Complexité

La complexité des algorithmes d'indexation présentés ici est facile à évaluer et surtout indépendante

du débit alloué. La mise en ÷uvre d'un code de Voronoï quasi-ellipsoïdal requiert uniquement de

stocker le modulo de Voronoi m, le décalage a, la matrice génératrice M(�) et son inverse M(�)�1.

L'espace mémoire occupé par ces données évolue en o(N2) avec la dimension N de quanti�cation.

La longueur du programme (en langage C par exemple) et la complexité de calcul se résument

essentiellement à la recherche du plus proche voisin dans le réseau in�ni et à l'étape de modi�cation

conditionnelle. Elles dépendent du réseau utilisé.

3.4 Algorithmes rapides de recherche du plus proche voisin

La mise en ÷uvre de la quanti�cation par réseau de points à débit �xe nécessite non seulement des

algorithmes de calcul et de décodage d'indice, mais également un algorithme du recherche du plus

proche voisin au sein du dictionnaire de quanti�cation. On se restreint ici au cas où le critère de

recherche est l'erreur quadratique � la distortion étant mesurée au moyen de l'erreur quadratique

moyenne.

Pour un dictionnaire de quanti�cation C donné, la recherche optimale du plus proche voisin d'un

vecteur x 2 RN dans un code C consiste à minimiser la distance euclidienne dans C par rapport à

x. On cherche alors x̂ tel que :

x̂ = argmin
y2C
kx� yk2: (3.27)

On s'intéresse ici au cas où C est un code de Voronoï quasi-ellipsoïdal.

A�n d'optimiser la performance de quanti�cation pour la source, le dictionnaire est en fait pris

sous la forme g(C + Æ), où g > 0 est un facteur d'échelle (ou gain), C un code de Voronoï quasi-

ellipsoïdal dans � et Æ un décalage dé�ni dans RN . Le décalage Æ ne doit pas être confondu avec

le décalage de Voronoï a qui intervient à l'équation 3.5. Il sert à compenser l'asymétrie du code de

Voronoï quasi-ellipsoïdal C. Si la source est de moyenne nulle, Æ est en général ajusté de sorte que
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C + Æ soit quasiment centré.

Une fois le code C dé�ni, le gain g et le décalage Æ sont les seuls paramètres (ou degrés de libertés)

qui permettent d'optimiser les performances de quanti�cation. On s'intéresse ici au problème de la

recherche dans g(C + Æ) avec g, C et Æ �xés.

3.4.1 Problème de la recherche dans g(C + Æ) : di�culté de la saturation

La recherche exhaustive dans g(C + Æ) peut être e�ectuée telle qu'indiquée à la �gure 3.5. La

recherche du plus proche voisin de x dans g(C + Æ) se ramène à une recherche dans C pour la cible

de quanti�cation x0 = 1
g
x� Æ :

kx� g(y + Æ)k2 = g2k(1
g
x� Æ) � yk2 = g2kx0 � yk2: (3.28)

x recherche
dans C

+ x+

g gδδ

x̂
y

+
-

+
+

÷

Figure 3.5: Recherche optimale dans le dictionnaire de quanti�cation quasi-ellipsoïdal g(C + Æ).

En pratique, cette recherche exhaustive n'est pas réalisable ou intéressante pour des raisons de

complexité. La recherche du plus proche voisin de x dans g(C + Æ) est plutôt réalisée en 3 étapes :

1. Recherche du plus proche voisin y de x0 = 1
g
x� Æ dans � ;

2. Détection de surcharge, qui revient à véri�er si y 2 C ;

3. En cas de surcharge (si y 62 C), saturation de x0 dans C.

Ces étapes sont examinées séparément dans les paragraphes suivants.
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Recherche du plus proche voisin dans le réseau in�ni �

La recherche du plus proche voisin dans le réseau in�ni � suivant l'erreur quadratique est indépen-

dante de la troncature du réseau. Cette opération est décrite à la section 2.3.

Détection de surcharge

Dans le cas du codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal, la détection (binaire) de surcharge peut être

facilement réalisée à l'aide des algorithmes d'indexation y ! k et k! y. En e�et, il y a surcharge

si après avoir calculé y! k! z, z et y di�èrent. Cette détection se ramène à un décodage dans �.

Si le décalage a est admissible, une autre solution consiste simplement à trouver le plus proche

voisin z de div(y � a;m) dans �, puis véri�er que z est nul. Dans ce cas, la véri�cation requiert

également un décodage de �.

Pour éviter ce décodage de réseau, on peut véri�er que y est à l'interieur d'un ellipsoïde centré

par exemple en a d'équation (x � a)��1(x � a)t � �2 où � = diag(m2
1; � � � ;m2

N ) et � est le rayon

d'empilement de �. Mais ce test est approximatif car certains mots de code ne sont pas dans

l'ellipsoïde.

Saturation

La saturation est délicate à résoudre dans le cas du codage de Voronoï. La troncature de Voronoï

rend en e�et quasiment impossible la réalisation d'une saturation optimale, car l'ensemble des mots

de code proches de la frontière de saturation ne possède pas de structure évidente et facilement

exploitable.

Plusieurs stratégies ont été proposées pour s'attaquer au problème de la surcharge dans un

dictionnaire construit par troncature d'un réseau de points [17] [18, p.2211]. Le vecteur à quanti�er

peut être projeté sur la région de troncature � éventuellement dilatée. Puis on applique un décodage
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dans � [19, 10, 20]. Il est en e�et probable que le plus proche voisin de la projection soit un mot de

code. La recherche peut aussi être e�ectuée dans une région de taille dé�nie autour de x0 ou de sa

projection [21, 18]. Pour certaines troncatures, la saturation peut être réalisée de façon optimale.

C'est le cas de la troncature par un cube où la recherche peut s'appuyer sur un treillis et un calcul

de métriques scalaires [22]. C'est aussi le cas de la troncature spéci�ée par leaders où la saturation

peut être e�ectuée en appliquant des algorithmes rapides de quanti�cation vectorielle algébrique

sphérique à partir d'un sous-ensemble des leaders dé�nissant le code C.

Le problème de la saturation dans un code de Voronoï est relativement peu exploré [2, 3, 4].

Les algorithmes de saturation de [2, 3] sont sous-optimaux. Dans [2], la saturation repose sur une

réduction itérative géométrique de [2]. La complexité de cette réduction itérative n'est en théorie

pas bornée ; elle peut cependant être réduite en appliquant une dichotomie à progression discrète

géométrique ou arithmétique. Dans [3] la saturation est e�ectuée par projection orthogonale sur la

région de troncature et réduction itérative arithmétique. Cette projection est illustrée à la �gure

3.6. La projection h de x0 permet de trouver un point y dans C proche de x0. Néanmoins y n'est

pas ici le plus proche voisin de x0 dans C.

h

x’

ŷ

Figure 3.6: Exemple de projection en cas de surcharge dans un code quasi-ellipsoïdal (cas de A2).

La saturation par réduction itérative (avec ou sans projection) est par nature sous-optimale. Une

approche optimale consiste à spéci�er la frontière de saturation en terme d'orbites ellipsoïdales [4].

Elle requiert cependant une énumération compliquée des orbites qui n'est envisageable que pour des

dimensions de quanti�cation faibles (N � 8) et de bas débits. De plus, elle convient mieux aux vrais
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codes algébriques ellipsoïdaux de [10, 11, 12]. Pour ces raisons, elle n'est donc pas étudiée ici. Une

approche alternative consiste à projeter x0 sur la région de troncature, puis à chercher autour de la

projection tous les points de � inclus dans une sphère de rayon �xé [18]. Seuls les points de � qui

sont des mots de code dans C sont retenus ; le plus proche de x0 est sélectionné. Néanmoins cet

algorithme alternatif est a priori très complexe.

3.4.2 Algorithme rapide de recherche dans g(C + Æ)

On présente ici un algorithme de recherche du plus proche voisin dans g(C + Æ) par projection et

réduction. Il intègre plusieurs nouveautés par rapport à [3, 2] :

� La saturation fait appel à une projection orthogonale ou radiale sur V (�0), ou à une projection

sur un ellipsoïde dont la forme s'approche de V (�0) ;

� La projection sur V (�0) est réalisée via une recherche du vecteur pertinent de V (�) ;

� Une dichotomie est utilisée pour trouver rapidement un facteur de réduction adéquat ;

� Le décalage Æ est pris en compte.

Algorithme détaillé

L'algorithme de recherche dans g(C + Æ) est illustré à la �gure 3.7. Il présuppose que le code C + Æ

est approximativement centré. En pratique, on impose que Æ 2 V (�).

Les étapes de la recherche du plus proche voisin sont données à la �gure 3.8. En cas de surcharge,

le vecteur w est tout d'abord projeté. La projection h de w est réduite automatiquement sous la

forme �h jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de surcharge. Pour trouver rapidement un facteur � adéquat,

une dichotomie est utilisée. Le facteur � est cherché dans un intervalle [�1; �2] (avec �2 > �1) qui

diminue, jusqu'à ce que j�1 � �2j � � (avec 0 < � < 1).
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Figure 3.7: Recherche sous-optimale dans un code quasi-ellipsoïdal g(C + Æ).

1. Calculer w = 1
gx.

2. Trouver le plus proche voisin y de w � Æ dans �
3. Si y est un mot de code (i.e. y 2 C), aller à l'étape 9.

4. Calculer la projection h de w sur V (�0) ou sur un ellipsoïde. Si h = w, aller à l'étape 7.

5. Trouver le plus proche voisin y de h� Æ dans �
6. Si y est un mot de code (i.e. y 2 C), aller à l'étape 9.

7. Fixer : �1 = 0, �2 = 1, y = (0; � � � ; 0)
8. Tant que j�1 � �2j > � :

(i) calculer � = (�1 + �2)=2
(ii) trouver le plus proche voisin t de �h� Æ dans �
(iii) si t est un mot de code (i.e. t 2 C), �xer �1 = � et y = t

sinon poser �2 = �

9. Calculer x̂ = g(y + Æ).

Figure 3.8: Algorithme de recherche par projection et réduction : x ! x̂ 2 g(C + Æ)

Des algorithmes rapides de projection sur V (�0) et sur un ellipsoïde sont présentés au paragraphe

suivant.

Algorithmes de projection

Pour simpli�er la projection, on suppose que la source x est de moyenne nulle, que le code C + Æ

est approximativement centré, et que le décalage a (qui intervient dans la dé�nition de C) est nul.

Dans ces conditions, la région de projection (quasi-)optimale est centrée. On considère plusieurs

types de projections : des projections orthogonale et radiale sur la région de Voronoï V (�0), ainsi
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qu'une projection sur un ellipsoïde centré.

Projection sur la région de Voronoï V (�0)

La projection sur V (�0) nécessite de connaître la structure géométrique de V (�0). En faible

dimension (pour N � 4), il est envisageable d'utiliser les sommets de V (�0), c'est-à-dire les trous

de �0 autour de l'origine [23]. Dans le cas général, on peut identi�er la face pertinente de V (�0)

correspondant au point à projeter en cherchant le vecteur pertinent le plus proche. Cette dernière

solution est utilisée ici.

Identi�cation de la face pertinente par recherche du vecteur pertinent le plus proche :

Pour être en mesure de projeter x sur V (�0), il faut connaître la face pertinente de V (�0)

associée à x. Celle-ci peut être trouvée en identi�ant la face pertinente de V (�) correspondant à

t = div(1
g
x;m) = div(w;m). On se réduit donc ici à étudier la géométrie de V (�). On trouve

certaines généralités sur V (�) au chapitre 2.

La région de Voronoï V (�) est un polytope convexe de volume det(M(�)) et ayant pour sommets

les trous de �. Ses faces de dimension N � 1 sont dé�nies par les vecteurs pertinents de � [14] ;

chacune des faces de V (�) fait partie d'un hyperplan médiateur a�ne de dimension N � 1 entre

l'origine et un vecteur pertinent r de �.

D'après [14, p.461], dans le cas de A2, DN et 2D+
8 , les vecteurs pertinents de � sont précisément

les vecteurs de norme minimale de � et V (�) compte autant de faces de dimension N � 1 que

le nombre de contacts � de �. La face de V (�0) associée à x peut dans ce cas être identi�ée en

cherchant le vecteur r de � le plus proche � au sens de l'erreur quadratique � de t = div(w;m)

parmi � vecteurs de norme minimale. Puisque ces � vecteurs pertinents sont sur une même couche

sphérique de �, la recherche rapide de r peut être réalisée par des techniques de quanti�cation

vectorielle algébrique par orbite sphérique [24] à base de leaders.

En général, les vecteurs pertinents de � comprennent les � vecteurs de norme minimale, ainsi que

des vecteurs des couches sphériques consécutives. On peut les calculer en appliquant les algorithmes
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de [21, 18]. Les mêmes techniques de quanti�cation vectorielle algébrique par orbite sphérique [24]

peuvent être appliquées pour chercher r e�cacement.

Les vecteurs pertinents pour les réseaux A2, DN (N � 2), 2D+
N (N pair � 4) et �16 utilisés ici

sont énumérés au tableau 3.3. Puisque 2D+
4
�= 2Z4, le nombre de vecteurs pertinents pour 2D+

4 est

2N = 8. Le nombre de vecteurs pertinents pour �16 est tiré de [25].

TABLEAU 3.3: Paramètres pertinents pour l'identi�cation d'une face de la région de Voronoï.

� � Vecteurs pertinents de �

Nombre Forme

A2 6 6 (�1; 0), (� 1
2
;�

p
3
2
)

DN (N � 2) 2N(N � 1) 2N(N � 1) permutations de ((�1)2; 0N�2)
2D+

N 2N�1 (N � 7) 8 (N = 4) (�1N) avec parité de signes négatifs
(N pair � 4) 240 (N = 8) 2N�1 + 2N(N � 1) (N > 4) et si N > 4 permutations de

2N(N � 1) (N � 9) (�22; 0N�2)
�16 4320 65760 2 premières sphères de �16

Projection orthogonale :

La projection orthogonale consiste à déplacer t suivant le vecteur normal s de la face pertinente

de V (�0) de sorte que h = t��s soit sur la face, tel qu'illustré à la �gure 3.9 (a). Pour réaliser cette
projection, on peut d'abord ramener w dans le domaine de �, comme illustré à la �gure 3.9 (b).

Le vecteur pertinent r de � associé à t = div(x;m) est ainsi calculé. Alors en revenant à �0, le

vecteur normal s est donné par s = div(r;m). Le facteur � peut être calculé en observant que

(t� h)(h�mult(r=2;m))t = 0, soit s(��s+ t�mult(r=2;m))t = 0.

La projection orthogonale garantit uniquement que le point projeté est sur l'hyperplan contenant

la face pertinente de V (�0). Un mécanisme supplémentaire est donc nécessaire pour s'assurer que

la projection orthogonale est sur V (�0). Ce mécanisme se réduit ici à remplacer la projection

orthogonale par une projection radiale. L'algorithme est détaillé à la �gure 3.10.

Projection radiale :

La projection radiale consiste à utiliser un facteur d'échelle � à w de sorte que h = �w appar-
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mult(r,m)

0

face pertinente
de V(   ')

vecteur pertinent
dans    'Λ Λ

mult(r/2,m)

h

w

0

t

face
pertinente
de V(   )

vecteur
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dans Λ
r

r/2

(a) par rapport à �0 (b) par rapport à �

Figure 3.9: Projection orthogonale sur la face pertinente de V (�0) : h = x� �s où s est le vecteur

normal à la face pertinente.

(i) Identi�er la face de V (�) associée à t = div(1gx;m) = div(w;m) en cherchant le

vecteur pertinent r le plus proche de t parmi les vecteurs pré-dé�nis de �
(ii) Calculer � = 1

2
rrt=trt. Si � � 1, poser h = w. Fin.

(iii) Sinon calculer le vecteur normal s à la face de V (�0) : s = div(r;m).
(iv) Projeter x orthogonalement sur h qui est sur l'hyperplan contenant la face appropriée

de V (�0), i.e. calculer h = w� �s avec � = s(w �mult(r;m)=2)t=sst.
(v) Véri�er que les vecteurs pertinents de � associées à t et div(h;m) sont identiques.

Dans le cas contraire, la projection h est remplacée par une projection radiale, soit

h = �w.

Figure 3.10: Algorithme de projection orthogonale sur V (�0).

tienne à la face pertinente de V (�0), comme indiqué à la �gure 3.11 (a). Le facteur � adéquat peut

être calculé en ramenant w dans le domaine de � au lieu de �0, comme illustré à la �gure 3.11 (b).

La face pertinente de V (�) est orthogonale au vecteur pertinent r, si bien que (�t� r=2)rt = 0.

Un algorithme de projection radiale est présenté à la �gure 3.12. Par dé�nition, le résultat

h = �w véri�e �2 � h��1ht � R2 où � = diag(m2
1; � � � ;m2

N ), car la région V (�) est inscrite (resp.

circonscrite) dans une sphère de rayon � (resp. R).

Projection sur un ellipsoïde

Parce que la région de troncature V (�0) est un polytope en général à géométrie complexe en di-
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Figure 3.11: Projection radiale sur la face pertinente de V (�0) : h = �x.

(i) Chercher le vecteur pertinent r le plus proche de t = div(w;m) = div(1
g
x;m) parmi

les vecteurs pré-dé�nis de �
(ii) Calculer � = 1

2
rrt=trt.

(iii) Si � � 1, poser h = x ; autrement calculer h = �w.

Figure 3.12: Algorithme de projection radiale sur V (�0).

mension N élevée, la projection sur V (�0) est une opération relativement compliquée. Cette projec-

tion peut en fait être largement simpli�ée en remplaçant ce polytope par un ellipsoïde. L'algorithme

correspondant est décrit à la �gure 3.13.

(i) Calculer t = div(w;m) = div(1
g
x;m)

(ii) Si ktk � r, poser h = w ; autrement calculer h = r
ktk w

Figure 3.13: Algorithme de projection sur un ellipsoïde.

L'ellipsoïde est centré et paramétré par un rayon r �xé par exemple entre � (le rayon d'empilement

de �) et R (le rayon de couverture de �). Les vecteurs déjà à l'intérieur de l'ellipsoïde sont

inchangés. La projection conditionnelle h appartient à l'ellipsoïde d'équation h��1ht � r2 où

� = diag(m2
1; � � � ;m2

N ). En d'autres termes, après projection, la distance de Mahalanobis entre x

et l'origine est inférieure ou égale à r2. On prend ici r = �.



114

3.5 Optimisation pour la source des paramètres du codage de Voronoï

Les codes de Voronoï quasi-ellipsoïdaux g(C + Æ) sont paramétrés pour un réseau � donné par m,

a, g et Æ. Plusieurs contraintes sont dé�nies sur ces paramètres :

� Le vecteur m doit être un modulo de Voronoï admissible de �. De plus, en pratique, la

taille du code C doit satisfaire à une certaine allocation de bits R par dimension ; le vecteur

m = (m1; � � � ;mN ) doit donc aussi véri�er
QN

i=1mi � 2NR.

� Par ailleurs, le décalage a doit être �xé de sorte qu'aucun point de � ne soit sur la frontière de

V (�0) + a. En réalité, cette dernière contrainte peut être levée, à condition que l'algorithme

de recherche du plus proche voisin dans �0 soit bien conditionné.

Étant données ces conditions, on s'intéresse ici à optimiser m, a, g et Æ pour une source gaussienne

vectorielle x. Sans perte de généralité, on suppose que x est à moyenne nulle, à composantes

indépendantes et identiquement distribuées et de matrice de covariance diag(�21 ; � � � ; �2N ).

A priori, les paramètres m, a, g et Æ doivent être optimisés conjointement pour la source.

De plus, leurs valeurs optimales sont en théorie fonction de l'algorithme de recherche (optimal ou

sous-optimal) du plus proche voisin employé, car la forme des régions de décodage dépend de cet

algorithme. Pour éviter des développements trop complexes, on suppose que l'optimisation de ces

paramètres peut être réalisée séparément et indépendamment de l'algorithme de recherche du plus

proche voisin.

3.5.1 Optimisation du modulo de Voronoï m

La contrainte d'admissibilité sur m étant dépendante de �, l'optimisation de m dépend de �.

Puisque le vecteur m donne en quelque sorte le nombre de niveaux de quanti�cation sur chaque

composante, les techniques d'allocation des bits peuvent être utilisées. L'allocation des bits optimale

au sens de la théorie de la distorsion à haut débit pour une source gaussienne x est par exemple
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décrite dans [17, p. 231]. Si la source x stationnaire est codée par transformation de Karhunen-Loève

et quanti�cation scalaire, le nombre de niveaux de quanti�cation nécessaire à la quanti�cation de

la i-ème composante (après rotation la ramenant sur ses axes principaux) doit être proportionnel à

l'écart-type �i du i-ème coe�cient de la transformée de Karhunen-Loève de x. En terme de débit,

le nombre de bits alloués à la i-ème composante doit être approximativement

� + 1=2 log2
�i

(
QN

i=1 �i)
1=N

; (3.29)

où � est un nombre �xe de bits [26].

Ce résultat classique s'interprète aussi géométriquement dans le cas de la quanti�cation par

réseau de points [17, p .474]. En e�et, pour optimiser les performances d'un code algébrique, la

forme de la troncature du code doit ressembler aux contours d'équiprobabilité de la source � ces

contours sont ici des ellipsoïdes d'équation x��1xt = r2 avec � = diag(�21 ; � � � ; �2N ) et r est un

rayon � 0. Ce résultat correspond aux idées de [27, 10] sur le codage de source géométrique.

On trouve dans tous les cas que, pour 1 � i � N , la composantemi du modulo de Voronoïm doit

être proportionnelle à �i, le facteur de proportionalité étant identique pour chaque composante. Pour

un budget de NR bits par vecteur, on trouve alors que m doit être proche de m� = �(�1; � � � ; �N )
avec

� =

 
2NRQN
i=1 �i

!1=N

=
2R�QN

i=1 �i

�1=N : (3.30)

Cependant m� n'est pas en général un vecteur entier. Il est toutefois envisageable d'optimiser m

en cherchant tous les vecteurs m admissibles proches de m� et tels que
Q

imi � 2B .

Pour développer une optimisation dem entière, on s'inspire plutôt ici de l'algorithme glouton [17].

Cet algorithme réalise une optimisation de type reverse water�lling. Une version de cet algorithme

dans le cas où l'ensemble d'admissibilité est Zn f0; 1gN est détaillée à la �gure 3.14..

Cet algorithme peut être facilement adapté à d'autres ensembles d'admissibilité que (Zn f0; 1g)N .
En général l'ensemble d'admissibilité de m est (Zn f0; 1g)N \A où A est le réseau régulier dé�ni au

paragraphe 3.2.2. Au lieu de modi�er m par incrément de �1 sur la ième composante, m doit être
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1. Initialiser m = (2; � � � ; 2) et s = (�21 ; � � � ; �2N )=4
2. Trouver l'indice i de la composante maximale de s : i = arg max

1�j�N
sj

3. Fixer mi := mi + 1

4. Si (
QN

i=1mi) > 2B , �xer mi := mi � 1. Aller à l'étape 5.

5. Mettre à jour si : si = (�i=mi)
2. Aller à l'étape 1.

5. Essayer (itérativement) d'incrémenter les composantes de m (en allant de i1 à iN
avec si1 � � � � � siN ) � jusqu'à ce qu'il soit impossible d'incrémenter les composantes

de m, c'est-à-dire quand les positions i = 1; � � � ; N sont toutes bloquées.

Figure 3.14: Algorithme glouton (optimisation du modulo de Voronoï).

translaté par un vecteur de A à chaque itération � la translation optimale étant celle qui minimise

ksk2 pour respecter le principe de l'allocation des bits optimale au sens de l'erreur quadratique

(reverse water�lling).

On traite ici quelques cas particuliers. Pour � = DN , un incrément de +2 sur mi (au lieu de

+1) doit être utilisé. Pour � = 2D+
N , à chaque itération, on doit ajouter à m un vecteur minimal

de 2D+
N en fonction de s. Pour simpli�er, on peut utiliser l'algorithme glouton avec un incrément

de +2, et s'assurer que le résultat m est tel que m1 + � � � +mN est un multiple de 4 � dans le cas

contraire, on doit �xer mi := mi�2 avec i approprié. Alternativement, on peut ajouter uniquement

les points pairs de la forme (�2;�2; 0; � � � ; 0) après avoir localisé les 2 plus grandes valeurs dans s.

Exemple :

On prend N = 8, B = 20 bits et � = diag(182; 132; 92; 62; 42; 32; 22; 22). On trouve: m� �
(19:2749; 13:9207; 9:6374; 6:4250; 4:2833; 3:2125; 2:1417; 2:1417).

Pour � = D8, les modulo de Voronoï admissibles sont des points de 2D�
8 . L'algorithme glouton

adapté avec des pas de +2 à chaque itérations sur m donne : m = (18; 14; 10; 6; 4; 4; 2; 2).

Pour � = RE8 = 2D+
8 , les modulo de Voronoï admissibles sont des points de 2D+

8 . L'algorithme

glouton avec une initialisation àm = (2; � � � ; 2) et des translations surm de la forme (+2;+2; 0; � � � ; 0)
où les +2 sont positionnés suivant les deux plus grands éléments courants de s donne : m =

(18; 14; 10; 6; 4; 4; 2; 2).
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3.5.2 Optimisation de a

L'optimisation de a est problématique car aucun lien évident n'existe entre a et la distorsion. On

peut appliquer une approche par essai-erreur ou la procédure itérative de [1] (adaptée au codage de

Voronoï quasi-ellipsoïdal). Dans ce dernier cas, on impose que le vecteur a soit le barycentre de C.

Le décalage a est initialisé à un vecteur admissible ; ensuite, il est remplacé à chaque itération par

le barycentre de C jusqu'à convergence de a. Cependant, cette optimisation ne vise pas directement

à minimiser la distorsion.

On prend ici pour simpli�er a = (0; � � � ; 0). Ce décalage nul n'est pas admissible. Néanmoins

en pratique la contrainte d'admissibilité sur a peut être levée, si la détection de dépassement dans

C est e�ectuée comme au paragraphe 3.4.1 (en calculant y ! k ! z puis en véri�ant que y et z

coincident).

3.5.3 Optimisations de g et Æ

Le décalage Æ et le gain g doivent être idéalement optimisés conjointement. En pratique, un al-

gorithme de type séquentiel itératif peut être développé à partir d'une base d'apprentissage de la

source x, où le gain g est optimisé par recherche par gradient empirique pour Æ �xe, tandis que le

décalage Æ est optimisé pour g �xe. Ces deux opérations peuvent être repétées jusqu'à convergence

de la distorsion.

On �xe simplement ici le décalage Æ à l'opposé du centroïde de C, le gain g étant optimisé par

la méthode de la descente du gradient. En pratique, cette approche est légèrement sous-optimale

par rapport à une optimisation complète de Æ. Pour accélerer l'optimisation de g, la recherche par

gradient peut recourir à un modèle de distorsion au lieu de calculer la distorsion réelle ; un tel modèle

est présenté au paragraphe 3.6.5.
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3.6 Performances et complexité de la recherche du plus proche

voisin : exemple basé sur D8 et RE8 = 2D+
8

On ne considère ici qu'un exemple de quanti�cation en dimension N = 8. Les codes utilisés sont

dérivés de deux réseaux de points en dimension 8 : le réseau en damier D8 et une version tournée

du réseau de Gosset RE8. On rappelle ici que [14]

D8 =
�
(x1; � � � ; x8) 2 Z8jx1 + � � �+ x8 est pair

	
: (3.31)

De plus [22],

RE8 = 2D+
8 = 2D8 [ f2D8 + (1; � � � ; 1)g : (3.32)

Les propriétés des ces réseaux utiles à la recherche du plus proche voisin sont rappelées au tableau

3.4.

TABLEAU 3.4: Propriétés pertinentes des réseaux D8 et RE8.

D8 RE8

Rayon d'empilement (�) 1=
p
2

p
2

Rayon de couverture (R)
p
2 2

Nombre de points de contacts (�) 112 240

Forme des vecteurs de norme minimale (�12; 06) (�22; 06)
(�18) avec un nombre pair

de signes négatifs

3.6.1 Conditions expérimentales

� Caractéristique de la source : La source x à quanti�er est gaussienne en dimension 8, centrée et

de matrice de covariance diag(182; 132; 92; 62; 42; 32; 22; 22). Il s'agit de la même source que celle

utilisée dans [2, chap 1]. La méthode de Box-Muller [28] est employée pour générer des nombres

aléatoires distribués suivant la loi normale N (0; 1). Pour l'évaluation des performances, la

source x est simulée en générant des bases de test comprenant 96,768 vecteurs pour la recherche

exhaustive et 9,676,800 vecteurs pour les recherches par projection et réduction.
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� Paramètres des codes de Voronoï quasi-ellipsoïdaux : La source est représentée par quanti�ca-

tion de type gain-forme avec un dictionnaire g(C+Æ). Mais contrairement à [13], le dictionnaire

n'est pas de norme unité et la forme n'est pas quanti�ée avant le gain.

Les mêmes paramètres m, a, g et Æ sont utilisés pour tous les types de recherche dans le

dictionnaire de quanti�cation g(C + Æ), a�n de comparer les algorithmes associés sur une base

équitable.

Le code de Voronoï C dans � = D8 ou RE8 = 2D+
8 est spéci�é par m et a. On �xe m =

(18; 14; 10; 6; 4; 4; 2; 2) dans les deux cas. On peut véri�er que ce modulo de Voronoï, le même

que dans [2], est admissible pour D8 et RE8. Les codes comprennent donc 967; 680 � 219:98

mots de code pour un débit par dimension d'approximativement 2.4855 bits. Le décalage a

est nul pour D8 et pour RE8. Le décalage Æ est �xé à l'opposé du centroïde de C.

� Paramètres des algorithmes de recherche dans g(C + Æ) : Les algorithmes de recherche dans

g(C + Æ) comparés ici sont spéci�és au tableau 3.5. Le paramètre � de la recherche par

projection et réduction (avec dichotomie) est �xé à � = 0:01. La recherche exhaustive est

réalisable pour le débit visé. Elle est mise en ÷uvre en 2 étapes pour réduire sa complexité

moyenne. On cherche d'abord le plus proche voisin dans �. Puis, une recherche similaire à

une quanti�cation vectorielle non structurée est appliquée, si ce plus proche voisin n'est pas

un mot de code.

TABLEAU 3.5: Algorithmes de recherche testés.

Référence Algorithme de recherche

OPT recherche exhaustive

ORTH projection orthogonale sur V (�0), réduction arithmétique

RAD projection radiale sur V (�0), réduction arithmétique

ELLIP projection sur ellipsoïde centrée (r = �), réduction arithmétique
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3.6.2 Calcul de la borne débit-distorsion

La source gaussienne donnée au paragraphe 3.6.1 a une matrice de covariance diagonale. Dans ce cas

les performances optimales de quanti�cation (i.e. la limite de Shannon) peuvent être calculées di-

rectement suivant le principe de remplissage inverse des eaux (reverse water�lling), sans transforma-

tion de Karhunen-Loève. Pour un budget de bits de 20 bits par vecteur et les variances de la source,

l'allocation optimale par composante est approximativement [4:27; 3:80; 3:27; 2:68; 2:10; 1:68; 1:10; 1:10]

bits. La distorsion normalisée D = 1=N E
�
kx� x̂k2

�
est alors proche de 0:8721, pour un rapport

signal-sur-bruit de 19.64 dB.

3.6.3 Performances réelles et complexité du codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal

Les performances optimisées et la complexité de quanti�cation dans g(C + Æ) sont présentées au

tableau 3.6. La complexité de calcul est évaluée en nombre de décodages de réseau e�ectués. La

distorsion moyenne D est dé�nie par :

D = 1=N E
�
kx� gQ(x=g)k2

�
; (3.33)

où x est un vecteur de source, g est le facteur d'échelle appliqué au code C + Æ et Q correspond

à la quanti�cation dans C + Æ. La distorsion D est décomposée en deux composantes : une partie

granulaire Dg et une partie de saturation (ou dépassement) Ds, avec

D = (1� Ps)Dg + PsDs; (3.34)

où Ps est la probabilité de saturation.

� Le gain g optimisé vaut approximativement 4:59 pour D8 et 2:30 pour RE8. Il est relié à la

distance minimale dans le réseau, qui est l'équivalent en quanti�cation vectorielle par réseau

de points du pas de quanti�cation scalaire uniforme. Les valeurs optimisées de g di�èrent entre

D8 et RE8 suivant la même proportion qu'entre dmin(D8) =
p
2 et dmin(RE8) = 2

p
2, soit un

facteur 2.
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TABLEAU 3.6: Performances et complexité du codage de Voronoï ellipsoïdal.

(a) D8

Algorithme Performance Complexité Entropie

RSB D Ps Pproj Dg Ds min. moy. max. estimée

(dB) (%) (%) (bits)

OPT 16.03 2.005 6.30 � 1.904 3.506 � 15.77

ORTH 15.65 2.189 2.32 6.523 2.84 18 17.50

RAD 15.59 2.220 6.18 2.32 1.903 7.035 2 2.83 18 17.49

ELLIP 15.31 2.368 5.28 9.427 2.45 18 17.46

(b) RE8

Algorithme Performance Complexité Entropie

RSB D Ps Pproj Dg Ds min. moy. max. estimée

(dB) (%) (%) (bits)

OPT 16.96 1.619 8.86 � 1.519 2.652 � 15.98

ORTH 16.45 1.818 3.46 4.880 3.20 18 18.10

RAD 16.33 1.872 8.94 3.46 1.518 5.491 2 3.17 18 18.10

ELLIP 15.97 2.034 7.21 7.301 2.67 18 18.07

� La complexité réelle des algorithmes de recherche est grosso modo le double pour RE8 par

rapport à D8, car le décodage dans RE8 revient à décoder deux fois D8 � en fait 2D8 et

2D8 + (1; � � � ; 1).

La complexité minimale s'élève toujours à 2 décodages dans � : pour quanti�er x il faut

e�ectuer au minimum un décodage dans � pour générer un candidat y, puis un autre décodage

pour véri�er si y est dans C.

� La recherche par projection et réduction (ORTH, RAD et ELLIP) avec un critère d'arrêt

� = 0:01 de dichotomie teste au plus 9 points de � = D8 ou RE8, pour un nombre maximal

de 18 décodages de �. Le paramètre 0 < � < 1 permet de régler la complexité maximale de

la recherche. En général 2 + d� log2 �e candidats sont testés, pour un nombre maximal de

4 + 2d� log2 �e décodages de réseau, où d:e désigne l'arrondi à l'entier supérieur.

� La perte de performances par rapport à la recherche exhaustive due à l'emploi d'une projection

varie de 0.38 à 0.72 dB pour D8, et 0.51 à 0.99 dB pour RE8. La probabilité de saturation Ps

étant plus faible pour D8 que pour RE8, la performance de quanti�cation pour D8 est moins
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sensible à la saturation que pour RE8.

� L'estimation des entropies2 des dictionnaires justi�e la pertinence d'un codage entropique

après codage de Voronoï ellipsoïdal. Le débit �xe de presque 20 bits par vecteur pourrait alors

diminuer d'environ 2 bits en moyenne, mais le débit variable de la quanti�cation compliquerait

la mise en ÷uvre.

La valeur estimée de D est représentée en fonction du nombre de vecteurs de source à la �gure

3.15 ; la recherche est e�ectuée sur 96,768 vecteurs avec l'algorithme OPT. L'erreur quadratique

normalisée D converge assez rapidement (après 30; 000 vecteurs on ne distingue plus de �uctuations

à la �gure 3.15). Par contre, pour que le rapport signal signal-sur-bruit converge avec une précision

de �0:01 dB, le nombre de vecteurs de source utilisé est tout juste su�sant. Dans le cas des

algorithmes ORTH, RAD et ELLIP, les performances sont estimées de façon bien plus précise, car

9,676,800 vecteurs de source sont utilisés.

3.6.4 Comparaison avec d'autres techniques

Le compromis performances-complexité atteint par le codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal peut être

comparé à plusieurs techniques réalisables. On choisit ici pour cette comparaison :

1. La quanti�cation scalaire non-uniforme, réalisée à partir d'une quanti�cation scalaire uniforme

dans [0,1] avec compression-expansion adaptée à une source gaussienne, comme dans [7, 9] ;

2. La quanti�cation vectorielle non-structurée par produit cartésien.

La fonction de compression f : R ! [0; 1] optimale à haut débit pour une source gaussienne

scalaire x de moyenne nulle et de variance unité est donnée par [29] :

f(x) =
1

2
(1 + erf (x=

p
6)); (3.35)

2À cause de la faible taille de la base de test pour la recherche exhaustive, l'entropie mesurée pour l'algorithme

OPT est sous-estimée.
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Figure 3.15: Convergence de l'erreur quadratique moyenne (normalisée) D en fonction du nombre

de vecteurs de source � cas de la recherche optimale (OPT).

où erf est la fonction d'erreur dé�nie par :

erf (x) =
2p
�

Z x

0

e�t
2

dt: (3.36)

La fonction d'expansion correspondante f�1 : [0; 1]! R est :

f�1(y) =
p
6 erf

�1(2y � 1): (3.37)

Ici la source gaussienne x = (x1; � � � ; xN ) est vectorielle, de moyenne nulle et de matrice de covariance

diagonale diag(�21 ; � � � ; �2N ) avec N = 8. La quanti�cation scalaire non-uniforme peut donc être mise

en ÷uvre suivant le schéma de la �gure 3.16. La quanti�cation scalaire uniforme Q dans [0; 1]

correspond à l'opération :

Q(x) =
[xL� 1

2
] + 1

2

L
(3.38)
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où L � 1 est le nombre de niveaux utilisés pour quanti�er x et [:] est l'arrondi à l'entier le plus

proche. Le nombre de niveaux L = (L1; � � � ; LN ) alloués à chaque composante scalaire de x peut être

optimisé à partir des variances �21; � � � ; �2N par algorithme glouton en initialisant les composantes de L

à 1 et avec un incrément de �1 ; on peut ensuite essayer de rajouter des niveaux de quanti�cation sur

chacune des composantes de L pour s'approcher le plus possible du budget de de bits. Pour un budget

de 20 bits et avec les variances données au paragraphe 3.6.1, on trouve L = (20; 15; 10; 7; 4; 3; 2; 2)

soit une consommation de 19.94 bits en dimension 8.

scinder
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x x

f
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xN

÷

÷
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f

compression

Q

Q

f -1

f -1

expansion
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^
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Figure 3.16: Quanti�cation scalaire non-uniforme.

La quanti�cation vectorielle par produit cartésien [30] est réalisée de 2 façons. Chaque vecteur

de source x = (x1; � � � ; x8) est scindé en 3 sous-vecteurs de dimensions respectives 2, 2 et 4 ou

bien en 2 sous-vecteurs de dimensions respectives 2 et 6. Dans le premier cas, les sous-vecteurs

(x1; x2), (x3; x4) et (x5; � � � ; x8) sont quanti�és avec respectivement 8, 6 et 6 bits. Dans l'autre cas,

les sous-vecteurs (x1; x2) et (x3; � � � ; x8) sont quanti�és avec 10 bits chacun. Dans les 2 cas, on

utilise un total de 20 bits par vecteur, soit 2.5 bits par dimension. L'optimisation des dictionnaires

suit l'algorithme LBG avec une initialisation aléatoire. La base d'apprentissage comprend 1,280,000

vecteurs de source dans le premier cas et 2,048,000 vecteurs dans l'autre cas.

Les performances testées sur 9,676,800 vecteurs de source sont comparées au tableau 3.7 avec

celles présentées au paragraphe précédent. Le codage dans D8 est légèrement moins performant

que la quanti�cation scalaire non-uniforme. Le codage dans RE8 est par contre plus intéressant ; il

permet de se rapprocher des performances de la quanti�cation vectorielle par produit cartésien.
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TABLEAU 3.7: Comparaison de performances entre le codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal et des

techniques de référence pour la source gaussienne vectorielle utilisée dans les simulations.

Technique de quanti�cation RSB débit

(dB) (bits/dim.)

Quanti�cation scalaire non-uniforme 15.80 2.4929

Quanti�cation vectorielle par produit cartésien

dimensions 2-2-4, 8-6-6 bits 17.33 2.50

dimensions 2-6, 10-10 bits 17.18 2.50

Codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal

D8, ORTH 15.65 2.4855

D8, RAD 15.59 2.4855

RE8, ORTH 16.45 2.4855

RE8, RAD 16.33 2.4855

La complexité de stockage est décrite au tableau 3.8. Le codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal et la

quanti�cation scalaire non-uniforme requiert un stockage indépendant du débit. Le stockage requis

en codage de Voronoï quasi-ellispoïdal est plus faible qu'en quanti�cation vectorielle par produit

cartésien. La complexité de calcul n'est pas comparée ici, car elle implique de dé�nir précisément

une plateforme de mise en ÷uvre.

TABLEAU 3.8: Comparaison de complexité de stockage entre le codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal

et d'autres techniques réalisables.

Technique de quanti�cation Stockage

Quanti�cation scalaire non-uniforme 8 entiers (L), 8 �ottants

(�1; � � � ; �8), tables de calcul de

erf et erf�1

Quanti�cation vectorielle par produit cartésien

dimensions 2-2-4, 8-6-6 bits 896 �ottants

dimensions 2-6, 10-10 bits 8192 �ottants

Codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal 136 entiers (M(�), M(�)�1 sous
forme entière, m), 1 �ottant (g)
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3.6.5 Modèle de distorsion pour le codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal

Les résultats de simulation obtenus pour D8 et RE8 peuvent être prédits et interprétés à l'aide d'un

modèle de distorsion. La distorsion moyenne D est décomposée comme à l'équation 3.34 à partir de

la distorsion granulaire Dg, de la distorsion de saturation Ds et de la probabilité de surcharge Ps.

On modélise ici séparement Dg, Ds et Ps.

En calibrant des modèles pour Dg, Ps, Ds, les performances du codage de Voronoï quasi-

ellipsoïdal peuvent être estimées en fonction de g sans mettre en ÷uvre les algorithmes d'indexation

et de recherche du plus proche voisin dans C.

Modèle de distorsion granulaire Dg

Le débit des codes utilisés en simulation étant de l'ordre 2.4855 bits par dimension, il est raisonnable

pour cette erreur granulaire d'appliquer la théorie de la quanti�cation à haut débit (high-rate quan-

tization theory en anglais). Alors, en utilisant l'approximation continue, la distorsion granulaire Dg

peut être modélisée comme :

Dg � V ol(V (g�))2=NG(�) = g2(detM(�))2=NG(�); (3.39)

où V ol(V (g�)) est le volume de la région de Voronoï V (�) de � (incluant le facteur d'échelle g

appliqué au code), M(�) est la matrice génératrice de � et G(�) est l'erreur quadratique moyenne

normalisée dans � (ou encore moment normalisé d'ordre 2).

On peut véri�er [14] que G(D8) � 0:075914 et G(RE8) � 0:071682. De plus on sait que

V ol(gV (�)) = det(M(�))gN où M(�) est la matrice génératice de � ; avec les conditions de

simulation, on a N = 8, V ol(gV (D8)) � 2 � 4:598 et V ol(gV (RE8)) � 256 � 2:308. La distor-

sion granulaire peut donc être estimée à Dg � (2 � 4:598)2=8 � 0:075914 � 1:9020 pour D8 et

Dg � (256 � 2:308)2=8 � 0:071682 � 1:5168 pour RE8. Ces estimations sont proches des valeurs

mesurées. On véri�e donc ici que G(�), le moment normalisé d'ordre 2 de �, conditionne réellement

les performances en terme de distorsion granulaire.
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Modèle de probabilité de surcharge Ps et de distorsion de saturation Ds

Le débit étant de l'ordre 2.4855 bits par dimension, la probabilité de saturation Ps n'est pas nég-

ligeable. Par suite, pour que le modèle de D = (1 � Ps)Dg + PsDs soit assez �dèle, les modèles de

Ps et Ds doivent être su�samment précis3.

Plutôt que développer une approximation analytique de Ps et Ds comme dans [14, p. 70] et [3],

on utilise ici une estimation numérique par la méthode de Monte Carlo. La frontière de surcharge

(saturation) est approximée à g(V (�0) + Æ). Alors :

Ps � Prob
�
x 62 g(V (�0) + Æ)

�
=

1p
(2�)N jdet(�)j

Z
RNnfg (V (�0)+Æ)g

e�
1
2
x��1xtdx: (3.40)

où � = diag(�21 ; � � � ; �2N ). La distorsion de saturation peut être approximée par :

Ds �
1

N
E
�
kx� g(h+ Æ)k2jx 62 (gV (�0) + Æ)

�
: (3.41)

où h correspond à la projection de x=g � Æ sur un ellipsoïde centré sur a. Les intégrales correspon-

dantes peuvent être évaluées grossièrement par la méthode de Monte Carlo avec 100,000 vecteurs,

à l'aide du décodage dans �. On trouve Ps � 7.1 % et Ds � 9:40 pour D8 (avec g = 4:59) et Ps �
4.8 % et Ds � 8:6 pour RE8 (avec g = 2:30).

Avec ces modèles de Dg, Ps et Ds, la distorsion D est approximée à 2:44 pour D8 (g = 4:59)

et 1:85 pour RE8 (g = 2:30). Cette modélisation est réaliste, car ces résultats sont proches des

valeurs données au tableau 3.6. Néanmoins, les modèles de Ps et Ds doivent être améliorés pour que

l'optimisation du facteur d'échelle g puisse s'appuyer sur le modèle de D.

3Pour des débits par dimension plus élevés, la probabilité de saturation Ps tend vers 0 et la distorsion D tend à

être dominée par Dg � la modélisation pour une source bien conditionnée est alors triviale.
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3.7 Conclusions

Un code de Voronoï quasi-ellipsoïdal C, spéci�é par un vecteur de modulo m et un décalage a dans

un réseau �, est dé�ni par :

C = � \
�
V (�0) + a

	
; (3.42)

où �0 est un sous-réseau de � généré en mettant à l'échelle � dimension par dimension suivant

les valeurs des composantes de m. Un tel code peut être indexé en généralisant les algorithmes

d'indexation de Voronoï de [1] et en incorporant au codage une étape de "modi�cation condition-

nelle". La recherche rapide du plus proche voisin dans un tel code peut être réalisée de façon sous-

optimale en employant une réduction itérative et une projection adéquate. La matrice Q dé�nie

par

Q =M(�)diag(m1; � � � ;mN )M(�)�1; (3.43)

où M(�) est une matrice génératice de �, joue un rôle majeur dans la détermination des modulos

m admissibles et pour mettre en ÷uvre la modi�cation conditionnelle. Un modulo de Voronoï m

est admissible si mi � 2 pour 1 � i � n et s'il conduit à une matrice Q entière.

Les codes de Voronoï quasi-ellipsoidaux possèdent plusieurs avantages. Ils généralisent les codes

de [1]. Les algorithmes d'indexation requièrent un stockage négligeable par rapport à la quanti�cation

non structurée et indépendant du débit de codage. De plus, leur complexité algorithmique est

essentiellement donnée par le décodage dans le réseau � et la modi�cation conditionnelle. La mise en

÷uvre de l'indexation est par ailleurs relativement aisée une fois les paramètres m et a sélectionnés.

Cependant, ces codes ont également plusieurs limitations. L'étape de modi�cation conditionnelle

dépend du réseau ce qui contraste avec la généralité de [1]. En outre, pour que la troncature soit

réellement quasi-ellipsoïdale, la forme de la région de Voronoï de � (i.e. V (�)) doit être aussi

sphérique que possible. Par conséquent, le réseau Z n'est pas très approprié. Cette observation

a d'ailleurs motivé le choix des réseaux A2, D4, RE8 = 2D+
8 et �16 qui ont de bonnes propriétés

géométriques dans leur dimension respective. De plus, si l'indexation de ces codes est relativement

rapide, la recherche du plus proche voisin (au sein du code) est plus problématique. En général, cette



129

recherche ne peut être raisonablement mise en ÷uvre à faible complexité qu'en utilisant une stratégie

de saturation sous-optimale, (dont les performances sont à 0.5 dB de la recherche exhaustive).

L'indexation de Voronoï est rapide, mais la recherche du plus proche voisin e�cace est sous-optimale.

En�n, l'optimisation des performances pour la source d'un code C quasi-ellipsoïdal sous la forme

g(C + Æ) implique en particulier d'optimiser un facteur d'échelle g. Cette optimisation s'appuit en

général sur une recherche du type descente du gradient ; un modèle de distorsion a été ébauché a�n

d'accélérer cette recherche.

Une application de ces codes au codage linéaire prédictif en bande élargie est présentée dans [23]

où les réseaux D16, 2D
+
16 et �16 sont utilisés. Ce travail pourrait être étendu de plusieurs façons.

Par exemple on pourrait :

� Considérer d'autres réseaux de points, tels que D�
N , E6, E7, K12 et �24 � l'extension des

algorithmes présentés ici est triviale une fois que l'on dispose du décodage dans �, d'une

matrice génératrice triangulaire inférieure et des vecteurs pertinents de � ;

� Comparer quantitativement, en terme de performances et complexité, le codage de Voronoï

quasi-ellipsoïdal et les techniques de codage algébrique ellipsoïdal de [10, 11, 12] ;

� Développer une fonction non-linéaire de compression (companding) pour passer d'une densité

uniforme des points dans C à une densité adaptée à la quanti�cation d'une source gaussienne,

comme par exemple dans [31]. Dans [23], cette fonction de compression est approximée en

dilatant C par des facteurs multiples ;

� Appliquer aux codes de Voronoï de [1] les algorithmes de recherche du plus proche voisin

développés dans ce chapitre et comparer les résultats obtenus avec ceux de [3] ainsi que les

estimations théoriques de [32] ;

� Généraliser les codes (ainsi que les algorithmes d'indexation associés) a�n d'éliminer les con-

traintes d'admissibilité sur les vecteurs de modulo m autres que m 2 (Zn f0; 1g)N ;

� Trouver en fonction de � une dé�nition générale du réseau entier A (spéci�ant l'ensemble des

modulos de Voronoï admissibles sous la forme (Zn f0; 1g)N \A) ;
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� Améliorer le modèle de distorsion a�n d'accélérer l'optimisation du facteur d'échelle g (sans

passer par une estimation coûteuse de la distorsion réelle de quanti�cation).
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Annexe 3.A : Matrices génératrices des réseaux de points utilisés

Les réseaux utilisés dans ce chapitre sont réguliers et de rang maximal. Par conséquent les matrices

génératrices suivantes sont carrées. Les coe�cients manquants correspondent à des zéros.

M(A2) =

24 1 0

1
2

p
3
2

35 (3.44)

Pour N � 2,

M(DN ) =

26666664
2

1 1
...

. . .

1 1

37777775 (3.45)

À noter que D2
�= Z

2 � on prend donc habituellement N � 3.

Pour N pair � 4 � si N est impair, 2D+
N n'est pas un réseau régulier de points [14, p. 119] �,

M(2D+
N ) =

26666666664

4

2 2
...

. . .

2 2

1 1 � � � 1 1

37777777775
(3.46)

À noter que 2D+
4
�= 2Z4 ; pour utiliser un réseau performant, on prend habituellement N � 8.

La matrice M(�16) peut être trouvée dans [14, p. 130], mais le facteur 1=
p
2 est supprimé pour

manipuler un réseau entier.
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Annexe 3.B : Admissibilité d'un décalage

L'algorithme ci-après permet de véri�er de façon inductive que le décalage a est admissible, i.e.

qu'aucun point de � n'est sur la frontière de V (�0) + a.

Énumération des représentants de cosets de �0 dans � (véri�cation de l'admissibilité de

a) :

Pour k 2 ZN tel que 0 � ki < m1 pour 1 � i � N

� Calculer x = kM(�)

� Calculer y = div(x� a;m)

� Trouver les K proches voisins de y dans � � par exemple en utilisant un algorithme de [18]

� Si K > 1, arrêter (le vecteur a n'est pas admissible)
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Chapitre 4

EXTENSION DE VORONOÏ

Ce chapitre est consacré à une nouvelle technique de quanti�cation multi-débit, développée à l'origine

comme une extension de la quanti�cation vectorielle algébrique imbriquée introduite dans [1]. La

quanti�cation multi-débit présentée ici repose sur une méthode, appelée extension de Voronoï, due

à Adoul ; celle-ci a été mise en ÷uve sous forme algorithmique dès 1996, sans toutefois avoir été

publiée. Ce chapitre apporte plusieurs contributions à cette technique. Tout d'abord, le concept

d'extension de Voronoï y est dé�ni précisément à partir de la la théorie des codes à cosets de

Forney [2, 3, 4]. Cette dé�nition rigoureuse n'a jamais été clari�ée ni expliquée auparavant. On

décrit ensuite comment l'extension de Voronoï peut être utilisée en quanti�cation en décrivant un

algorithme général de quanti�cation multi-débit. Cette description inédite est complétée par une

étude de performances qui valide l'intérêt de la quanti�cation multi-débit par extension de Voronoï.

L'organisation du chapitre est la suivante. Le problème de la quanti�cation multi-débit pour

le codage TCX est posé à la section 4.1 ; la technique de quanti�cation de [1] y est en particulier

analysée. L'extension de Voronoï est dé�nie précisément dans la section 4.2. Les algorithmes de

codage et de décodage permettant de mettre en ÷uvre la quanti�cation algébrique multi-débit

par extension de Voronoï sont explicités dans la section 4.3. La quanti�cation multi-débit par

extension de Voronoï est évaluée quantitativement pour les réseaux A2 et RE8 dans le cas d'une
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source gaussienne sans mémoire dans la section 4.4. Un système complet de quanti�cation en

dimension 8 (à partir du réseau RE8), étendant celui de [1] et appliqué en codage ACELP/TCX

multi-mode [5] est décrit ensuite dans la section 4.5. L'extension de Voronoï est généralisée à la

section 4.6, avant de conclure dans la section 4.7.

4.1 Problématique : quanti�cation multi-débit pour le codage TCX

des signaux de parole et de musique

Le développement de l'extension de Voronoï a été motivé par le problème du codage par blocs de la

cible TCX à débit �xe. En codage TCX [6], la cible est dé�nie comme le signal temporel pondéré

par le �ltre perceptuel Ŵ (z), duquel on retranche la mémoire du �ltre 1=Â(z=
) de la trame passée.

Cette mémoire, appelée ringing en anglais, est la réponse du �ltre 1=Â(z=
) à une entrée nulle. Le

�ltre Ŵ (z) est généralement dé�ni comme [6]

Ŵ (z) =
Â(z)

Â(z=
)
; (4.1)

où Â(z) = 1+â1z
�1+� � �+âpz�p est un �ltre de prédiction linéaire d'ordre p (quanti�é) et 0 � 
 � 1

un facteur appelé facteur perceptuel (généralement de l'ordre de 0.75). Dans le contexte du codage

ACELP/TCX multi-mode [5], la prédiction de pitch n'est pas utilisée. Une vue simpli�ée du codeur

est illustrée à la �gure 4.1. La cible TCX est décomposée par transformation linéaire T pour former

un bloc (vecteur) de coe�cients transformés, avant d'être codée.

4.1.1 Codage de la cible TCX

La quanti�cation de la cible TCX dépend de la transformation T . On se restreint ici au cas où T

est une transformation de Fourier discrète comme dans [1, 7, 8, 9]. D'autres transformations sont

utilisées dans [10, 11, 12, 13]. Le problème du codage par transformée de Fourier de la cible TCX a

été abordé de plusieurs façons :
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Figure 4.1: Modèle simpli�é du codage TCX sans prédiction de pitch.

� Une quanti�cation polaire [7, 8, 9, 6] de type amplitude-phase. Cette approche permet

d'exploiter la corrélation intertrame sur les amplitudes, la phase (distribuée uniformément)

étant codée en fonction de l'amplitude ;

� Une quanti�cation cartésienne de type gain-forme où le spectre, normalisé par un gain global,

est représenté par quanti�cation vectorielle algébrique par produit cartésien [1]. Des diction-

naires algébriques de di�érents débits sont alors nécessaires pour coder chaque sous-vecteur ; le

codage des sous-vecteurs est réalisé dans [1] par quanti�cation vectorielle algébrique imbriquée

(embedded algebraic vector quantization).

Cette seconde approche o�re plusieurs avantages : faible complexité, minimisation directe de l'erreur

quadratique et découplage de la quanti�cation et de la mise en forme du bruit de codage. L'erreur

de quanti�cation est approximativement de niveau uniforme (plate) sur l'ensemble du spectre car le

pas de quanti�cation est identique pour chaque sous-vecteur ; la forme du bruit de quanti�cation

suit la réponse du �ltre perceptuel inverse Ŵ (z)�1.
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4.1.2 Limitations de la quanti�cation vectorielle algébrique imbriquée

La technique de quanti�cation multi-débit de [1] est une technique de quanti�cation vectorielle

algébrique en dimension 8, développée dans le contexte du codage TCX avec prédiction de pitch de

parole en bande élargie. Elle utilise 6 dictionnaires de quanti�cation, Q0; Q1; Q2; � � � ; Q5, où Q0 ne

contient que le mot nul, et les 5 autres dictionnaires sont imbriqués (c'est-à-dire Q1 � Q2 � � � � �
Q5). Pour un n �xé, Qn comprend 24n mots de code pour un débit de n=2 bit par dimension. La

technique introduite dans [1] s'est avérée e�cace pour le codage de la parole en bande élargie à 16

kbit/s et une longueur de trame de 20 ms. Cependant elle possède plusieurs inconvénients :

1. Limitation d'allocation des bits : Elle ne permet pas d'allouer plus de 20 bits par vecteur en

dimension 8. Or, en codage par transformée (en particulier à faible recouvrement), les vecteurs

de plus grande énergie � les plus enclins à causer une surcharge � doivent normalement être

quanti�és avec une distorsion faible pour maximiser la qualité et limiter les e�ets de trame.

Pour un codage TCX sans prédiction de pitch avec des trames de plus de 20 ms et des signaux de

musique, cette contrainte réduit (a priori) fortement la qualité de codage car les sous-vecteurs

de forte énergie sont alors mal codés.

De plus, la limitation de l'allocation des bits à 20 bits est spéci�que au contexte de [1] de

codage à 16 kbit/s et n'est a priori pas adaptée au codage à débit élevé (par exemple à 24 ou

32 kbit/s).

2. Complexité de calcul : Parce que l'allocation des bits est limitée, une procédure de saturation

doit être utilisée en cas de surcharge dans le dictionnaire Q5 de 20 bits. Dans [1], la saturation

consiste à réduire le vecteur à quanti�er homothétiquement jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de

surcharge. D'autres techniques de saturation sont possibles. Mais dans tous les cas, la satura-

tion est complexe en terme de quantité de calculs. De plus, elle dégrade signi�cativement les

performances (donc la qualité) en cas de grand dépassement.

3. Complexité de stockage : Les dictionnaires Q2, Q3, Q4 et Q5 de 8, 12, 16 et 20 bits respec-

tivement sont spéci�és par 3, 8, 23 et 73 leaders absolus. Puisque l'espace de stockage et
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la complexité de calcul de la recherche sont liés au nombre de leaders absolus, la complexité

des dictionnaires explose avec le débit du dictionnaire. De plus l'utilisation d'un dictionnaire

de 20 bits oblige à stocker certains paramètres d'indexation sur 32 bits ce qui augmente la

complexité de stockage.

L'extension de Voronoï permet de régler tous ces problèmes.

La quanti�cation vectorielle algébrique imbriquée comporte par ailleurs une autre limitation

pour le codage TCX audio : elle a été developpée en supposant que les sous-vecteurs (de dimension

identique) de la cible TCX transformée ont une distribution gaussienne i.i.d. Cette hypothèse est

valable pour un modèle TCX avec prédiction de pitch et une taille de trame de 20 ms (résultant

en un fort étalement spectral). En codage TCX audio, la prédiction de pitch n'est pas employée, la

taille de trames varie généralement entre 20 et 80 ms.

4.2 Extension de Voronoï : dé�nition et propriétés

4.2.1 Préliminaires : codage de Voronoï et partitionnement de réseaux de points

Les codes de Voronoï ont été introduits dans [14] comme des constellations de points optimisées

pour une indexation e�cace. Pour un réseau de points � en dimension N et un entier m � 2, un

code de Voronoï V (�;m�) de taille mN est généré en tronquant � par la région de Voronoï V (�)

de � associée à l'origine, mise à l'échelle par m et décalée de a 2 RN :

V (�;m�) = � \ (mV (�) + a) = � \ (V (m�) + a) : (4.2)

Le décalage a sert à s'assurer qu'aucun point de � ne tombe sur la surface de la région de troncature.

Des algorithmes d'indexation pour de tels codes sont présentés dans [14].

La dé�nition des codes de Voronoï a été généralisée dans [4] au cas de la troncature (mise en

forme) par une région de Voronoï d'un sous-réseau �0 de �. La taille du code résultant correspond
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au nombre de cosets de �0 dans �. Si �0 = 2r�, où r est un entier � 1, il y a 2Nr cosets, c'est-à-dire

qu'on peut générer � par 2Nr translations distinctes de �0.

Tel qu'indiqué dans [4, p.941], un code de Voronoi V (�;�0) permet de générer tous les cosets de

la partition �=�0 à partir de �0. Cette propríeté peut être résumée par la formule de code :

� = �0 + V (�;�0) =
[

v2V (�;�0)

�
�0 + v

�
: (4.3)

Cette propriété fondamentale est exploitée ici pour étendre les constellations de points issues de �.

Elle s'explique simplement à partir de l'indexation de Voronoï. Les mN points d'un code de Voronoï

sont générés sous la forme :

v = kM(�)�mz; (4.4)

où k = (k1; � � � ; kN ) est un vecteur entier tel que 0 � ki < m pour i = 1; � � � ; N et z est le plus

proche voisin de 1
m(kM(�)� a) dans �. L'indice k dé�nit dans quel coset de m� dans � se trouve

le mot de code v.

4.2.2 Dé�nition théorique : extension à partir d'une partition �=2r�

Pour un réseau � en dimension N et un code C issu de � de débit par dimension RC (comprenant

2NRC points), l'extension de Voronoï C(r) de C d'ordre r est dé�nie par :

C(r) = 2rC + V (�; 2r�) =
[

c 2 C
v 2 V (�; 2r�)

(2rc+ v) ; (4.5)

où r est un entier � 1. Le décalage a dé�nissant V (�; 2r�) est identique pour chaque r. Par

convention, on prend C(0) = C.

Par dé�nition, le code étendu C(r) requiert NRC bits pour C plus Nr bits pour V (�; 2r�). Par

suite, le code résultant C(r) est de débit par dimension RC+r. La granularité en débit de cette forme

d'extension est donc de 1 bit par dimension � le débit du code est étendu de 1 bit par dimension en

passant de l'extension d'ordre r à r + 1.
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L'extension consiste donc à mettre à l'échelle le code C par des puissances successives de 2 (2,

4, 8, etc.) et à insérer un code de Voronoï autour de chaque point du dictionnaire de base C dilaté.

Pour cette raison, l'extension est appelée ici "extension de Voronoï". On peut aussi voir l'extension

de Voronoï comme technique de codage multi-étage (multistage quantization), où le code 2rC est le

dictionnaire du premier étage et le code V (�; 2r�) est le dictionnaire du second étage.

Exemple : Ce mécanisme est illustré à la �gure 4.2 à l'aide du réseau A2. Le réseau in�ni A2

peut être dé�ni par :

A2 = Zv1+ Zv2 (4.6)

où v1 = (1; 0) et v2 = (1=2;
p
3=2). Une constellation de points peut être obtenue à partir de A2 en

tronquant adéquatement le réseau pour n'en retenir qu'un sous-ensemble �ni de points. On choisit

ici une troncature sphérique telle qu'à la �gure 4.2 (a). Seuls les points de A2 à l'intérieur de la

région de troncature (une sphère centrée de rayon 2
p
2) sont retenus pour former le code C :

C =
n
y 2 A2 j kyk � 2

p
2
o
: (4.7)

Le dictionnaire C comprend les couches sphériques 0 à 7 de A2 et contient 31 points. Le code étendu

C(1) = 2C + V (A2; 2A2) est montré à la �gure 4.2 (b), avec a = (0:1; 0). Les croix (+) identi�ent le

code C mis à l'échelle par un facteur 2. Chaque mot y de C(1) peut être décomposé sous la forme

y = 2c+v où c 2 C et v 2 V (A2; 2A2). Le code C
(1) comprend 4 fois plus de mots de code que C.

Les codes C, C(1) et C(2) sont illustrés à la �gure 4.3. Les axes indiquent le repère orthonormé

du plan (les échelles sont identiques sur chacune des �gures). Cette �gure permet de véri�er que

l'extension préserve la granularité (ou résolution) ainsi que la forme approximative � de la région

granulaire � de la constellation originale.

4.2.3 Propriétés

L'extension de Voronoï possède plusieurs propriétés intéressantes enumérées:



144

v1

v2

troncature

(a) code C obtenu par troncature sphérique de A2
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2c 

(b) code C(1) = 2C + V (A2; 2A2) avec a = (0:1; 0)

Figure 4.2: Exemple d'extension de Voronoï pour le réseau A2.
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(a) constellation C (b) constellation C après (c) constellation C

extension (+2 bits) après extension (+4 bits)

Figure 4.3: Exemple d'extension de Voronoï pour le réseau A2.

1. Elle est valable pour n'importe quel réseau régulier de points � (y compris le réseau RE8 utilisé

dans [1]).

2. Une constellation étendue C(r) comprend 2Nr fois plus de points que la constellation de base

C. Ainsi, l'extension permet de construire des codes de débit plus élevé que C.

3. Si une constellation C de � (C � �) est étendue à l'aide d'un code V (�; 2r�), C(r) est une

constellation de � (C(r) � �).

4. Conservation de la granularité et de la forme : Si le code C est généré en tronquant � par

une région R, i.e. C = � \ R, le code C(r) peut être approximativement vu comme généré

par une troncature de � par 2rR+ a. Les formes des constellations C et C(r) (c'est-à-dire les

frontières des zones granulaires de ces codes) sont donc similaires au facteur d'échelle 2r près.

5. Si le code C est de moyenne nulle :

� Le centroïde des codes C(r) est un point proche du décalage a. En choisissant a de sorte

que kak � 0, les codes C(r) sont alors de moyenne quasi-nulle.

� L'énergie moyenne de C(r) est la somme des énergies moyennes de 2rC et du code de
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Voronoï V (�; 2r�), soit:

24 1

2N(RC+r)

X
y2C(r)

kyk2
35

| {z }
énergie moyenne de C(r)

= 22r

"
1

2NRC

X
c2C
kck2

#
| {z }

énergie moyenne de C

+

24 1

2Nr

X
v2V (�;2r�)

kvk2
35

| {z }
énergie moyenne de V (�;2r�)

:

(4.8)

En supposant que V (�; 2r�) est de moyenne nulle, l'énergie moyenne du V (�; 2r�) est

proche de NG(2r�), où G(2r�) est le moment normalisé d'ordre 2 de 2r�. Cette énergie

peut se développer sous la forme NG(2r�) = 22rN(detM(�))2=NG(�), où G(�) est le

moment normalisé d'ordre 2 de �. En fait, le code V (�; 2r�) est plutôt centré en un

point proche de a � le décalage dé�nissant V (�; 2r�). L'énergie moyenne de C(r) peut

être approximée à :

1

2N(RC+r)

X
y2C(r)

kyk2 � 22r

 "
1

2NRC

X
c2C
kck2

#
+N(detM(�))2=NG(�)

!
+ kak2: (4.9)

Pour chaque bit supplémentaire (par dimension), l'énergie du code est donc approxima-

tivement multipliée par 4 � conformément à la théorie de la distorsion [15].

6. L'indice d'un point dans C(r) est implicitement séparé en deux composantes : un indice de

taille �xe dans C (de NRC bits par vecteur) et un indice de Voronoï (de Nr bits par vecteur).

Cette propriété permet d'améliorer la robustesse du code contre les erreurs binaires. De ce

point de vue, un code étendu par extension de Voronoï est comparable à un code à descriptions

multiples asymétrique [16] ou à structure conjuguée [17].

7. Sous certaines conditions, l'extension de Voronoï produit une série de codes imbriqués, avec

C � C(1) � C(2) � : : : et asymptotiquement C(+1) = �. Cette propriété est par exemple

véri�ée si C est un code générée par troncature sphérique de � centrée sur l'origine � avec une

sphère de troncature de rayon su�sant � et si le décalage a intervenant dans la dé�nition de

V (�; 2r�) est proche de l'origine.
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4.3 Quanti�cation multi-débit par extension de Voronoï

4.3.1 Exemple

La �gure 4.4 montre un exemple de quanti�cation basée sur l'extension de Voronoï. Le code C est

le même que celui montré à la �gure 4.2 (a). Il comprend 31 points ; il est indexé avec 5 bits.

A la �gure 4.4 (a), un vecteur de source x est représenté. De toute évidence, le plus proche voisin

y de x dans A2 n'est pas un mot de code de C. Autrement dit, x cause une surcharge dans C. Pour

éviter un dépassement, une solution consisterait à "dilater" la constellation C en la multipliant par

exemple par 2 � comme indiqué à la �gure 4.4 (b). Le plus proche voisin de x dans 2A2 serait alors

un mot du code 2C, mais les régions de Voronoï seraient de plus grandes tailles. Cette solution

augmente donc la distorsion granulaire.

Pour conserver la même taille de région de Voronoï et donc maintenir la même granularité que

celle de C tout en étendant la frontière de surcharge du code, on applique une extension de Voronoï

d'ordre 1 à C. Autrement dit, le code C est mis à l'échelle par un facteur 2 et un code de Voronoï est

inséré autour de chaque mot de code de 2C, tel qu'indiqué à la �gure 4.4 (c). Le code de Voronoï est

V (A2; 2A2) = A2 \ f2V (A2) + ag, avec a = (0:1; 0). Il comprend ici 4 points et requiert donc 2 bits

additionnels. Le dictionnaire étendu C(1) permet d'éliminer la surcharge tout en conservant la même

granularité. A la �gure 4.4 (c), il apparaît que le plus proche voisin y de x dans A2 appartient à C
(1).

Cependant pour décrire y dans C(1), on devra utiliser 5+2=7 bits au lieu des 5 bits du dictionnaire

de base C. De plus une information doit être transmise pour indiquer que C(1) est utilisé au lieu de

C.

Comme le montre la �gure 4.4 (d), le vecteur y peut être décomposé comme y = mc + v, où

m est le facteur d'échelle appliqué (ici m = 2), c est un mot du code dans C et v est un mot de

code de Voronoï. Cet exemple est généralisé ici pour concevoir une quanti�cation multi-débit sans

saturation.
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Figure 4.4: Exemple de quanti�cation.
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4.3.2 Algorithme de quanti�cation (codage et décodage)

Le codage décrit dans l'exemple précédent est formalisé à la �gure 4.5. Un vecteur de source x est

représenté dans un réseau de points �. Le plus proche voisin y de x est trouvé dans �. Le problème

du codage de x est réduit à indexer y par i et n pour reconstruire exactement y. L'indice i identi�e

un mot de code dans un dictionnaire de numéro n. Pour un code C de débit �xe issu de �, on peut

prendre n = r si y 2 C(r), où r � 0. Le numéro n peut donc être interprété comme un numéro de

dictionnaire indiquant l'ordre d'extension de C.

recherche du plus proche
voisin dans

yx indexation
multidébitΛ

n

i

codage multidébit

M
U
X

C

D
E
M
U
X

décodage
multidébit

n

i

C

y

canal
idéal

Figure 4.5: Principe de la quanti�cation multi-débit par extension de Voronoï.

Algorithme de codage

Les étapes du codage de x dans C(r), où r � 0, sont détaillées ci-dessous :

1) Trouver le plus proche voisin y de x dans �. (En fait y est le point qui sera reconstruit par le

décodeur. L'objectif du codage est donc d'indexer adéquatement y).

2) Si y 2 C, calculer l'indice i de y en tant que mot de code dans C. Fixer le numéro de

dictionnaire n = 0. Fin. (Le codage de x requiert alors NRC bits pour i, plus l'indication que

y est dans le dictionnaire de base).

Autrement, si y 62 C, y occasionne une surcharge. On utilise plus de bits pour décrire y et

l'extension de Voronoï est appliquée :
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(i) Initialisation : �xer r = 1 et m = 2r = 2.

(ii) Chercher le plus proche voisin c de (y � a)=m dans �.

(iii) Si c 62 C, incrémenter r de 1 et multiplier m par 2 ; aller à l'étape (ii).

(iv) Si c 2 C, l'ordre d'extension r est su�sant pour quanti�er x en y sans saturation dans

C(r) sous la forme y = mc+v où c 2 C et v 2 V (�; 2r�). Fixer le numéro de dictionnaire

n = r. Calculer l'indice j de c dans C. Calculer l'indice de Voronoï k de v par modulo :

� calculer l = yM(�)�1 ;

� calculer k = (l1 mod m; � � � ; lN mod m).

Le calcul de k est tiré de [14] ; il est égalemetn décrit au chapitre 2. Multiplexer j et k

pour former l'indice i. On rappelle que j et k sont représentés sur respectivement NRC

et Nr bits.

Le codage de x genère un numéro de dictionnaire n et un indice i représenté sur N(RC + r) bits,

avec n = r. Par convention, si l'extension de Voronoï est utilisée, n > 0, sinon n = 0.

L'indice n est entier et doit être représenté adéquatement sous forme binaire. Un exemple est

donné à la section 4.4, où n est représenté par codage unaire. En général, n et i doivent être codés

sans perte a�n de réduire le débit moyen de codage.

Algorithme de décodage

Le numéro de dictionnaire n est lu à partir du canal. Il est en fait obtenu en décodant la représen-

tation binaire de n utilisée au codage. Puisque n indique implicitement le nombre de bits alloués à

l'indice i, il est essentiel d'en connaître la valeur pour démultiplexer correctement i. Ensuite :

� Si n = 0, l'extension de Voronoï n'est pas utilisée. Dans ce cas, l'indice i est décodé pour

former un mot de code c du dictionnaire de base C. Le vecteur reconstruit est simplement

y = c.
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� Si n > 0, l'extension de Voronoï est utilisée. L'ordre d'extension est �xé à r = n et le modulo

de Voronoï à m = 2r. Étant donné n, les indices j et k sont démultiplexés du canal. L'indice

j est décodé pour former le mot de code c dans C, tandis que k est décodé en v dans le code

de Voronoï V (�; 2r�). Le vecteur reconstruit est alors donné par y = mc+ v.

4.3.3 Remarques importantes

1. L'extension de Voronoï est utilisée uniquement quand le plus proche voisin y de x n'est pas un

mot de code dans le dictionnaire de base C. Pourvu que le budget de bits soit su�sant, y est

indexé dans C(r) (avec r � 0) et correspond au plus proche voisin de x dans �. L'extension

évite donc la saturation dans C et ramène la distorsion à l'erreur granulaire dans �.

2. La granularité en débit de l'extension utilisant la partition �=2r� est de 1 bit par dimension.

Pour certaines applications, cette granularité peut être trop grande. On verra d'ailleurs à

la section 4.5 une progression d'1/2 bit par dimension dans le codage dans RE8 en utilisant

plusieurs dictionnaires de base C.

3. Quand le budget de bits est limité, l'ordre d'extension r est forcément limité, si bien que le

codage peut manquer de bits avant de pouvoir "capturer" le vecteur de source x. Ce problème

survient quand le budget de bits disponible pour quanti�er un x donné est inférieur au nombre

de bits nécessaires pour représenter l'indice i et le numéro de dictionnaire n codé sous forme

binaire. Suivant la façon dont la quanti�cation multidébit est utilisée, plusieurs stratégies

peuvent être conçue pour gérer cette situation.

La solution classique serait de chercher à saturer x, par exemple au sein du code étendu

d'ordre maximal pour "rentrer" dans le budget de bits. Malheureusement, à cause du codage

de Voronoï, la recherche optimale (avec saturation) du plus proche voisin dans un code étendu

est très ardue. Une solution plus appropriée consiste à utiliser une quanti�cation de type gain-

forme. Le vecteur de source x peut être réduit homothétiquement avant codage multi-débit

de sorte que le plus proche voisin soit dans C(rmax), où rmax est l'ordre le plus grand autorisé.
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4. Pour un vecteur de source x quelconque, la complexité de l'extension telle que décrite précédem-

ment n'est en théorie pas bornée. En e�et, l'ordre d'extension r est initialisé à 0 puis incré-

menter avec un pas de 1 jusqu'à ce que y soit dans C(r).

5. En pratique, l'ordre d'extension r est limité à une valeur rmax par la plateforme de mise en

÷uvre. Cette limitation est due à la taille des entiers (en nombre de bits) représentant les

composantes de l'indice de Voronoï k. Par exemple, si chaque composante est représentée sur

16 bits (non signés), on a rmax = 16.

6. En théorie, une condition importante pèse sur le dictionnaire de base C pour que l'extension de

Voronoï fonctionne correctement : n'importe quel point de � doit pouvoir être décrit comme un

mot de code dans C ou C(r) (avec r = 1; 2; � � � ;+1). Autrement il serait impossible d'indexer

certains points de �. Par exemple, un dictionnaire C conçu par troncature quasi-sphérique

(centrée sur l'origine) véri�e cette condition.

En pratique, l'ordre r va de 0 à un nombre maximal rmax imposé par la plateforme, cette

condition s'applique donc au sous-ensemble de � susceptible d'être utilisé.

7. L'extension de Voronoï est similaire à la technique de quanti�cation par ra�nements successifs

introduite dans [18]. La technique multi-étage de [18] peut en e�et être vue comme une

technique de quanti�cation multi-débit où le codage de Voronoï sert à produire des descriptions

de la source de plus en plus �nes après chaque étage. Cette technique possède cependant

quelques limitations :

(a) Le pas de quanti�cation est diminué après chaque ra�nement successif, et n'est donc

pas adapté en cas de surcharge. Si le premier étage engendre une grande surcharge, les

étages successifs ne peuvent réduire e�cacement l'erreur résultante car ils sont conçus

pour réduire l'erreur granulaire uniquement. La performance du premier étage est donc

critique.

(b) La propriété des ra�nements successifs implique une contrainte sur les pas de quanti�-

cation du codage de Voronoï et limite la performance de quanti�cation par rapport à

l'extension de Voronoï. En extension de Voronoï, le codage de Voronoï est appliqué de
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façon optimale de sorte qu'un code étendu peut être vu comme un code à 2 étages où les

régions de Voronoï s'emboîtent parfaitement.

4.4 Performances pour une source gaussienne : cas du codage à

débits entiers par dimension dans A2 et RE8

La quanti�cation vectorielle par extension de Voronoï est évaluée ici dans le cas d'une source gaus-

sienne discrète sans mémoire (i.i.d.) de moyenne nulle et variance unité. Cette source est codée dans

A2 et RE8 en groupant ses échantillons successifs par blocs de 2 et 8 (respectivement). On prend

106 vecteurs de source dans les deux cas.

Une quanti�cation de type gain-forme est utilisée, comme montrée à la �gure 4.6. Le facteur

d'échelle (ou gain) g permet de régler le débit moyen de codage et contrôle la distorsion dé�nie ici

comme l'erreur quadratique moyenne. Pour un gain scalaire g > 0 donné, x est quanti�é dans gA2

en x̂ = gy, où y est le plus proche voisin de x=g dans A2. Le gain g est �xé pour une quanti�cation à

débit donné ; il n'est pas quanti�é. Le vecteur y est indexé dans A2 ou RE8 au moyen de l'extension

de Voronoï ; cette indexation multi-débit produit un numéro de dictionnaire n (entier) et un indice

i (binaire).

÷ xplus proche voisin
dans Λx ^

g

x
y

indexation
multidebit

n

i

C

Figure 4.6: Système de quanti�cation de type gain-forme utilisé dans la simulation.
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L'indexation multi-débit de y implique de dé�nir un ensemble de dictionnaires, Qn, avec n entier

(par convention n � 0). On �xe ici le débit de Qn à n bits par dimension. Les dictionnaires de bas

débit Q0, Q1 et Q2 sont construits explicitement par troncature sphérique de A2 ou RE8, tandis que

les dictionnaires de débit élevé Qn (avec n > 2) sont générés de façon algorithmique par extension

de Voronoï.

Pour chaque valeur de g, on mesure :

� L'erreur quadratique moyenne normalisée D = 1
NE

�
kx� x̂k2

�
= 1

NE
�
kx� gyk2

�
;

� Le débit moyen par dimension R = 1
N
E [l(n) + l(i)], où l(n) et l(i) correspondent respective-

ment au nombre de bits utilisés pour représenter n et i. Ici, l(i) = nN car i est l'indice d'un mot

de code dans Qn et le débit de Qn est de n bits par dimension. Par suite, R = 1
NE[l(n)]+E[n].

En faisant varier g, on obtient une courbe débit-distorsion D(R), fonction du dictionnaire de base

C.

On considère deux codages di�érents pour n : un codage entropique à débit minimal tel que

E [l(n)] = �
X
n�0

p(n) log2 p(n) (4.10)

et un codage unaire sous la forme :

n ! code unaire

0 0

1 10

2 110

3 1110
...

...

Dans ce dernier cas, l(n) = n+ 1 bits et E[l(n)] = E[n] + 1.
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4.4.1 Codage dans A2

Les dictionnaires Q0; Q1 et Q2 de 0, 1 et 2 bits par dimension sont construits explicitement à partir

d'une énumération des premières orbites sphériques de A2. Ils sont spéci�és au tableau 4.1 et

illustrés à la �gure 4.7 (a). Les dictionnaires Qn de débits plus élevés (n > 2) sont obtenus de façon

algorithmique par extension de Voronoï de Q2. Ainsi, Q2 joue le rôle de C, avec RC = 1, et on a

Q3 = Q
(1)

2 , Q4 = Q
(2)

2 , etc. On prend ici a = (0:1; 0) comme décalage de Voronoï. Les dictionnaires

Q3 et Q4 sont illustrés à la �gure 4.7 (b).

TABLEAU 4.1: Spéci�cations de Q0, Q1 et Q2 dans A2.

orbite points de A2 cardinalité Q0 Q1 Q2

0 0, 0 1 �
1 � 1

2
, �

p
3
2

4 � �
�1, 0 2 �

3 0, �
p
3 2 �

� 3
2
, �

p
3
2

4 �
4 �1, �

p
3 4 �

La source est représentée par une base de test de 106 vecteurs de dimension 2. La �gure 4.8 (a)

montre la probabilité p(n) de n (estimée par la fréquence d'occurence de n) en fonction de g. Le

nombre de bits moyen E[l(n)] est également indiqué en fonction de g à la �gure 4.8 (b). Quand g est

su�sament grand, x=g devient quasi-nul et le codage est e�ectué dans Q0 ; dans ce cas, p(0) � 1,

p(n) � 0 pour n > 0 et E[l(n)] � 0.

Les performances de codage sont montrées aux �gures 4.8 (c) et (d). Pour un gain g su�samment

faible, la densité de points de la source devient relativement uniforme dans chaque région de Voronoï

de gA2 ; dans ces conditions, la distorsion D est approximativement égale au moment d'ordre 2 de

gA2, soit D � Dg =
5
72
g2. La validité de cette approximation peut être observée à la �gure 4.8 (c),

pour un gain g assez faible (ou de façon équivalente un débit moyen élevé).

Les courbes R(D) à la �gure 4.8 (d) montrent que :
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Q0 (b) Q1 (c) Q2

Q3 (b) Q4

Figure 4.7: Dictionnaires Qn (n = 0; 1; 2; 3; 4) de A2.

� En employant un codage entropique idéal pour n et à un débit � 2 bits par dimension, l'écart

entre les performances réelles et la limite de Shannon est de l'ordre de 2.5 dB ;

� Autour de 1 bit par dimension, les performances s'écartent de 3.5 dB de la limite de Shannon

car le dictionnaire Q1 est le plus probable alors que les 4 points qu'il contient ne forment pas

un code sphérique e�cace.

� Au dessus de 3 bits par dimension, le codage unaire n'est pas e�cace à débit élevé. En fait

à mesure que le débit moyen augmente, le numéro de dictionnaire n le plus probable croît et
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Figure 4.8: Résultats de simulation pour la quanti�cation multi-débit dans A2.
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donc l(n) également. Au contraire, le codage de n devrait allouer le moins de bits possible

pour représenter le numéro n le plus probable. Cette limitation du codage unaire est apparente

(pour les faibles valeurs de g) à la �gure 4.8 (b).

4.4.2 Codage dans RE8

Les dictionnaires Q0; Q1 et Q2 de 0, 1 et 2 bits par dimension sont construits explicitement à partir

d'une énumération des premières orbites sphériques de RE8. Ils sont spéci�és au tableau 4.2. Le

dictionnaire Q2 fait o�ce de dictionnaire de base. Ainsi Q3 = Q
(1)

2 , Q4 = Q
(2)

2 , etc.

TABLEAU 4.2: Spéci�cations de Q0, Q1 et Q2 dans RE8.

leader absolu cardinalité Q0 Q1 Q2

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 1 �
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 128 � �
2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0 112 � �
4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 16 � �
2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 0 1120 �
3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1024 �
4, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0 1344 �
2, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 0 1792 �
3, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1 3584 �
4, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0 112 �
4, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 0 8960 �
2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2 256 �
5, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1024 �
3, 3, 3, 1, 1, 1, 1, 1 7168 �
6, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 �
4, 4, 2, 2, 0, 0, 0, 0 6720 �
4, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0 7168 �
5, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1 7168 �
3, 3, 3, 3, 1, 1, 1, 1 8960 �
4, 4, 4, 0, 0, 0, 0, 0 448 �
3, 3, 3, 3, 3, 1, 1, 1 7168 �
7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1024 �
8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 16 �

Les résultats sont illustrés à la �gure 4.9. Par rapport au codage dans A2, la probabilité estimée

p(n) de sélection de Qn, à la �gure 4.9 (a), est plus localisée pour un n donné et atteint un maximum
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plus élevé. En e�et, en dimension 8, la source gaussienne tend à se concentrer sur une coquille

sphérique (propriété de sphere hardening) ; en outre, les dictionnaires Qn dans RE8 sont plus

sphériques que dans A2. La �gure 4.9 (b) permet de véri�er la sous-optimalité du codage unaire.

La distorsion moyenne D peut être approximée pour un gain su�samment faible par le moment

d'ordre 2 du réseau dilaté gRE8 ; l'approximation D � Dg = 4G(RE8)g
2 avec G(RE8) � 0:071682

est validée à la �gure 4.9 (c).

Les performances montrées à la �gure 4.9 (d) sont meilleures que celles du codage dans A2. En

e�et, l'information supplémentaire n est associée à un bloc de 8 échantillons et non de 2 ; son débit

relatif (en bits par dimension) est donc réduit. De plus, d'après l'allure de la probabilité p(n) de

sélection de Qn, pour un gain g �xé la distribution de p(n) en fonction de n est très inégale ; le

débit de codage entropique de n est plus faible en codage dans RE8 qu'en codage dans A2. En�n,

le réseau RE8 apporte un gain granulaire par rapport à A2.

Avec un codage entropique de n, l'écart entre les performances mesurées et la limite de Shannon

est de l'ordre de 2 dB.

4.5 Application : quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit

basée sur le réseau RE8 pour le codage TCX audio

On présente ici une application de l'extension de Voronoï au codage par transformée de la cible

TCX. Cette application est en fait développée pour le codage TCX sans prédiction de pitch des

signaux de parole et de musique tel qu'utilisé en codage ACELP/TCX multi-mode [5]. L'extension

de Voronoï est utilisée a�n d'éliminer les limites de [1]. La quanti�cation multi-débit peut être vue

comme une extension de la technique de [1].

La cible TCX transformée est découpée en sous-vecteurs de dimension 8 comme dans [1]. Chaque

sous-vecteur est quanti�é dans le réseau RE8. Le débit possible de codage dans RE8 évolue par

incrément de 1/2 bit par dimension, soit 4 bits en dimension 8.



160

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

gain g

pr
ob

ab
ili

té
 p

(n
)

n=0 

n=1 
n=2n=3... 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

2

4

6

8

10

12

gain (g)

no
m

br
e 

de
 b

its
 p

ou
r 

n

codage idéal de n
codage unaire de n

(a) probabilité de sélection (b) E[l(n)]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

gain g

di
st

or
si

on
 n

or
m

al
is

ée
 D

distorsion réelle D
distorsion granulaire D

g

0 1 2 3 4 5 6
0

5

10

15

20

25

30

35

débit moyen de codage (en bits par dimension)

ra
pp

or
t s

ig
na

l−
su

r−
br

ui
t (

dB
)

limite de Shannon
codage idéal de n + codage de i
codage unaire de n + codage de i

(c) distorsion (d) rapport signal-sur-bruit

Figure 4.9: Résultats de simulation pour la quanti�cation multi-débit dans RE8.
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4.5.1 Quanti�cation multi-débit

Le système de quanti�cation multi-débit, illustré à la �gure 4.10, comprend un codeur et un décodeur.

Le sous-vecteur x est de dimension 8 ; le codage génère un indice i (binaire) et un numéro de

dictionnaire n (entier), comme la technique de [1]. Le numéro de dictionnaire n identi�e un code

issu de RE8 noté Qn. Contrairement à [1], chaque Qn est un sous-ensemble strict de RE8. Mais

comme dans [1], le débit de Qn est 4n=8 = n=2 bits par dimension. L'indice i est donc représenté

sur 4n bits par sous-vecteur de dimension 8. Le décodeur utilise les mêmes dictionnaires Qn que le

codeur ; si le budget de bit n'est pas limité, il reconstruit simplement le point y indexé par n et i.

recherche du plus proche
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yx indexation
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n

i

codage multidébit

M
U
X

dictionnaires de base:
Q0 , Q2 , Q3, Q4
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U
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décodage
multidébit

n

i
y

canal

codage entropique
et multiplexage

Figure 4.10: Système de quanti�cation multi-débit basé sur RE8.

Le numéro de quanti�cateur n est dé�ni ici dans l'ensemble f0; 2; 3; 4; 5; 6; � � � ; 36g. Le cas n = 1

est interdit car il correspond à une allocation de 4 bits en dimension 8. À un tel bas débit, la

quanti�cation par réseau de points n'est pas e�cace, comparativement à une simple injection de

bruit. Dans [1], n est restreint à l'ensemble f0; 1; 2; 3; 4; 5g. Ainsi le système décrit ici permet une

allocation des bits plus �exible, tout en interdisant le cas n = 1 pour plus d'e�cacité. La limitation

à n = 36 est justi�ée en supposant que les composantes des indices de Voronoï sont représentées par

des entiers de 16 bits (non signés).
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Dictionnaires Qn : Les dictionnaires de quanti�cation sont divisés en 2 catégories :

1) Les dictionnaires de base à bas débit Q0, Q2, Q3 et Q4 qui sont des constellations quasi-

sphériques classiques. Ces dictionnaires sont décrits physiquement par des tables de tailles

réduites associées à des vecteurs directeurs (ou leaders) [19, 1]. Dans le système décrit ici, les

codes Q2 et Q3 sont imbriqués, c'est-à-dire que Q2 � Q3 ; cette contrainte est imposée pour

le bon fonctionnement de l'extension de Voronoï.

Les leaders absolus dé�nissant Q0, Q2, Q3 et Q4 sont donnés dans le tableau 4.3. On peut

véri�er que le dictionnaire Q2 est identique au Q1 dé�ni dans le tableau 4.2. Le code Q4

contient 216 � 16 points de RE8 ; le leader absolu (20; 0; � � � ; 0) pourrait le compléter mais

l'extension de Voronoï telle qu'optimisée ici ne serait plus applicable. Les contraintes de signes

associés aux leaders absolus ne sont pas mentionnées car elles se déduisent des propriétés de

RE8 [19].

2) Les dictionnaires de débit élevé Qn, avec n > 4, sont construits virtuellement en appliquant

l'extension de Voronoï alternativement sur Q3 et Q4. Le pas dans l'allocation des bits est donc

de 1
2
bit par dimension. Ainsi, Q5 est généré par extension d'ordre 1 de Q3, Q6 par extension

d'ordre 1 de Q4, Q7 par extension d'ordre 2 de Q3, etc. Plus généralement, Q2r+3 = Q
(r)
3 et

Q2r+4 = Q
(r)
4 où r � 0 est l'ordre d'extension de Voronoï. Le décalage de Voronoï a est �xé à

a = (2; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0) � il s'agit d'un trou profond de RE8. C'est un décalage non-admissible.

On peut en e�et lever la contrainte d'admissibilité sur a si l'extension de Voronoï utilise les

algorithmes d'indexation de Voronoï k! y et y! k.

4.5.2 Codage multi-débit

On suppose ici qu'on cherche à quanti�er un sous-vecteur x de dimension 8 de la cible TCX. Le

codage se réduit à une recherche du plus proche voisin et à une indexation multi-débit employant

l'extension de Voronoï. Cette indexation fonctionne par dé�nition pour un dictionnaire de base

unique C en itérant l'ordre d'extension r jusqu'à ce que y soit dans C(r) ; de la sorte, la complexité



163

TABLEAU 4.3: Spéci�cations de Q0, Q2, Q3 et Q4 dans RE8.

leader absolu cardinalité Q0 Q2 Q3 Q4 s ka

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 1 � � 36

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 128 � � 1 0

2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0 112 � � 4 1

2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 0 1120 � 8 2

3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1024 � 11 3

4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 16 � � 32 4

2, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 0 1792 � 12 5

3, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1 3584 � 21 6

4, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0 1344 � 36 7

2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2 256 � 16 8

3, 3, 3, 1, 1, 1, 1, 1 7168 � 31 9

4, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 0 8960 � 40 10

4, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0 112 � 64 11

5, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1024 � 79 12

3, 3, 3, 3, 1, 1, 1, 1 8960 � 41 13

4, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0 7168 � 44 14

4, 4, 2, 2, 0, 0, 0, 0 6720 � 68 15

5, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1 7168 � 89 16

6, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 � 164 17

4, 4, 4, 0, 0, 0, 0, 0 448 � 96 18

6, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 0 4480 � 168 19

6, 4, 2, 0, 0, 0, 0, 0 2688 � 196 20

7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1024 � 301 21

8, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 16 � 512 22

6, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0 112 � 324 23

8, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0 1344 � 516 24

8, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 � 544 25

9, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 1024 � 821 26

10, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 � 1252 27

8, 8, 0, 0, 0, 0, 0, 0 112 � 1024 28

10, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 � 1412 29

12, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 16 � 2592 30

12, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 � 2624 31

10, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0 112 � 2500 32

14, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 � 4804 33

12, 8, 0, 0, 0, 0, 0, 0 224 � 3104 34

16, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 16 � 8192 35
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de l'indexation n'est pas bornée. Pour majorer cette complexité, le codage décrit ici utilise au

maximum 2 itérations. De plus, on prend en compte le fait que deux dictionnaires de base Q3 et Q4

sont étendus au lieu d'un seul.

Les étapes de codage sont :

1. Trouver le proche voisin y de x dans le réseau in�ni RE8.

2. Véri�er si y est un élément de Q0, Q2, Q3 ou Q4 au moyen de l'algorithme détaillé à l'annexe

4.A. Cette véri�cation produit un numéro de dictionnaire n 2 f0; 2; 3; 4; outg, où out est un

entier quelconque, et un identi�cateur de leader absolu ka si n > 0. La valeur out peut être

�xée par exemple à out = 100 ; elle est utilisée pour indiquer une détection de surcharge.

Autrement dit, si n = out, y n'est dans aucun des dictionnaires de base.

3. Il y a 2 cas :

� Cas n 2 f0; 2; 3; 4g :
Si n = 0, arrêter.

Si n = 2; 3 ou 4, indexer le vecteur y dans Qn à partir de ka puis arrêter. L'indexation de

y est basée sur le calcul du rang de la permutation et des consultations dans des tables

comme dans [19, 20, 21, 22].

� Cas n = out : Appliquer l'extension de Voronoï sur Q3 et Q4 en 2 itérations. Cette

opération est détaillée à l'annexe 4.B pour ne pas alourdir le texte.

4.5.3 Décodage multi-débit

On décode n à partir de sa représentation binaire. L'indice i est interprété di�éremment suivant le

numéro de dictionnaire n :

1) Si n = 0, le décodeur reconstruit y = (0; � � � ; 0), le seul élément du dictionnaire de base Q0.
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2) Si n 2 f2; 3; 4g, le décodeur démultiplexe l'indice i de taille 4n bits à partir du canal, puis

décode i comme un indice identi�ant un mot de code y dans un dictionnaire Q2, Q3 ou Q4

(suivant n). Le décodage de i peut être réalisé par une technique de [19, 20, 21, 22].

3) Si n > 4, l'extension de Voronoï est utilisée. Le décodeur démultiplexe l'indice i de taille 4n

bits comme un indice j et un indice k. L'ordre d'extension r est déduit de n en calculant

le quotient de (n � 3)=2 ; le modulo de Voronoï m est alors calculé : m = 2r. Ensuite la

quantité 2r est soustraite de n pour identi�er Q3 ou Q4 et l'indice j est décodé en c sur la

base de la valeur modi�ée de n. Le décodage de j est basé sur le décodage du rang et des

consultations dans des tables comme dans [19, 20, 21, 22]. En utilisant l'algorithme de [14]

repris au chapitre 3, l'indice de Voronoï k est décodé en v en cherchant le plus proche voisin z

de (kM(RE8)� a)=m dans RE8, et calculant v = kM(RE8)�mz. Finalement, le décodeur

reconstruit y = mc+ v.

4.5.4 Complexité de quanti�cation

La complexité de la quanti�cation multi-débit dans RE8 a été évaluée dans [23] pour une implémen-

tation sur processeur spécialisé (TMS320C54x). Pour le codage TCX avec des trames de 20 ms de

signaux échantillonnés à 16 kHz et décimés à 12.8 kHz, le codage multi-débit de 32 sous-vecteurs de

dimension 8 requiert environ 15 MIPS (millions d'intructions par seconde) et le décodage multi-débit

5 MIPS. La complexité est due essentiellement à l'indexation multi-débit (calcul de n et de i). Les

résultats de [23] sont résumés au tableau 4.4 ; la complexité en MIPS s'obtient en multipliant le

nombre de cycles par le nombre d'exécutions par seconde � ici le codage et le décodage sont exécutés

1600 fois par seconde (32 sous-vecteurs codés par trame, 50 trames par seconde).
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TABLEAU 4.4: Complexité de la quanti�cation multi-débit dans RE8.

(a) Codage multi-débit

Bloc Nombre de cycles (estimés)

Décodage de RE8 900

dont: - décodage de D8 300

Calcul de n et ka 7000

dont: - calcul k! y 1800

- calcul y ! k 100

Calcul de i à partir de n et ka 2000

dont: - calcul du rang de la permutation 1500

Total 9900

(b) Décodage multi-débit

Bloc Nombre de cycles (estimés)

Décodage de n et i 3300

dont: - décodage du rang de la permutation 900

- décodage de i 1400

- calcul k! y 1800

Total 3300

4.6 Généralisations

4.6.1 Extension par représentants de cosets de �=2r�

L'extension d'un code C peut être dé�nie plus généralement comme :

C(r) = 2rC + [�=2r�] =
[
c2C

v2[�=2r�]

(2rc+ v) : (4.11)

où [�=2r�] est un ensemble de représentants de cosets pour la partition �=2r�. Le partionnement

de réseau de points � induit par un sous-réseau est revu au chapitre 2. Au lieu de prendre un code

de Voronoï V (�; 2r�), on peut par exemple choisir :

[�=2r�] =
�
kM(�)jk 2 ZN et � 2r�1 � ki < 2r�1 pour 1 � i � N

	
(4.12)

où M(�) est une matrice génératrice de � (idéalement réduite).
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4.6.2 Extension de Voronoï à partir d'une partition �=�0 où �0 est un sous-réseau

de �

L'extension de Voronoï peut être aussi généralisée en utilisant des codes de Voronoï V (�;�0) dé�nis

dans [4] :

V (�;�0) = � \
�
V (�0) + a

	
; (4.13)

où le décalage a 2 RN dé�nissant V (�;�0) est identique pour chaque �0. Dans ce cas, V (�;�0) est

généré en tronquant � par une région de Voronoï d'un sous-réseau �0. L'extension de Voronoï C(r)

de C d'ordre r, où r = 1=N log2 j�=�0j est en général non-entier. Elle est alors dé�nie par :

C(r) = T�!�0C + V (�;�0); (4.14)

où T�!�0 désigne une matrice de passage de � à �0. Le débit du code résultant est de RC + r bits

par dimension, où RC est le débit par dimension de C. Si �0 = m�, où m est un entier � 2, l'ordre

d'extension est r = log2m. Cette généralisation englobe les cas où � = R� avec j�=R�j = 2N=2 et

R est une matrice de rotation (par exemple une rotation de Hadamard si N est pair).

Les algorithmes de quanti�cation par extension de Voronoï peuvent être généralisés au cas d'une

partition �=�0.

4.7 Conclusions

Ce chapitre a présenté une méthode algorithmique � l'extension de Voronoï � permettant d'étendre

des constellations issues de réseaux de points et de construire ainsi e�cacement des quanti�ca-

teurs vectoriels algébriques multi-débits adaptés au codage par transformée. D'après les simulations

réalisées avec une source gaussienne i.i.d., les performances de la quanti�cation vectorielle par tron-

cature sphérique et extension de Voronoï sont proches de la limite de Shannon si la dimension N

est su�samment élevée et si l'information supplémentaire est représentée par codage entropique.

Une application concrète, développée dans le contexte du codage multi-mode ACELP/TCX, a
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été étudiée. L'extension de Voronoï a ainsi été utilisée pour concevoir un système de quanti�cation

algébrique multi-débit en dimension 8, basé sur le réseau RE8 et étendant le système de [1] pour le

codage TCX audio. Ce système met en ÷uvre une forme optimisée d'extension de Voronoï, où le

nombre d'itérations sur l'ordre d'extension r est limité à 2. La quanti�cation multi-débit s'appuie

sur un ensemble de quelques dictionnaires algébriques de tailles réduites ; l'extension de Voronoï est

utilisée pour générer des dictionnaires de débits plus élévés.

La quanti�cation algébrique multi-débit conçue à partir de l'extension de Voronoï possède les

avantages suivants pour le codage par transformée de la cible TCX :

� Faible stockage : L'extension de Voronoï étant algorithmique, les codes étendus C(r) � à

haut débit � sont générés virtuellement sans stockage. On peut donc ainsi allouer plus de

bits qu'avec des techniques vectorielles classiques, en dimension élevée. Le stockage se réduit

essentiellement aux codes algébriques C à faible débit.

� Débit virtuellement illimité : En théorie, l'ordre d'extension de Voronoï r � donc le débit

de quanti�cation � est illimité ; cet ordre est en pratique limité par la résolution des indices

de Voronoï � par exemple, r est limité à 16, si les composantes des indices de Voronoï sont

représentés sur 16 bits.

� Flexibilité : Les codes C(r) générés par extension dépendent des codes de taille �xe C sur

lesquels l'extension est appliquée ; cette famille C(r) peut donc être optimisée pour la source

(en optimisant C par exemple par sélection statistique de leaders absolus).

Les inconvénients de l'extension de Voronoï ne doivent pas pour autant être occultés :

� Allocation implicite des bits : Le codage multi-débit développé ici choisit lui-même une allo-

cation des bits adaptative pour éviter la surcharge dans les dictionnaires de base. Il est donc

impossible d'imposer directement un certain budget de bits comme en codage par transformée

classique [24].
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� Surcharge interdite : La quanti�cation par extension de Voronoï n'est pas conçue pour gérer

des cas de surcharge dans les dictionnaires étendus. Cette surcharge peut être en général évitée

car la dynamique des signaux réels est limitée � la résolution des indices de Voronoï doit alors

être su�sante pour représenter cette dynamique.

� Granularité en débit : L'extension de Voronoï à partir d'une partition �=2r� conduit à une

granularité �xe de 1 bit par dimension. On peut néanmoins obtenir des incréments fraction-

naires de débit en utilisant plusieurs dictionnaires de base.

� Nombre d'itérations : L'extension de Voronoï est réalisée par une boucle sur l'ordre r. A�n

de majorer la complexité de calcul due à l'extension, la valeur initiale de r et l'adaptation

de r doivent être bien choisies pour limiter la boucle de codage à quelques itérations ; ces

procédures (initialisation et adaptation de r) doivent être conçues au cas par cas.

� Contrainte structurelle : Les codes à haut débit C(r) sont déterminés par C.

� Information supplémentaire non bornée : En pratique il est di�cile d'obtenir des statistiques

valables sur la probabilité de sélection des dictionnaires en quanti�cation multi-débit par ex-

tension de Voronoï.

L'extension de Voronoï est fondée sur la relation fondamentale de décomposition en cosets :

� = m� + V (�;m�); (4.15)

qui met en évidence la propriété d'auto-similarité des réseaux de points. Des réseaux auto-similaires

ont d'ailleurs été utilisés dans [25]. On pourrait par la suite explorer le lien entre l'extension de

Voronoï, la décomposition dyadique par ondelettes et les fractales. Des problèmes, comme le codage

sans perte e�cace des numéros de dictionnaire n et l'analyse des performances asymptotiques de

quanti�cation D(R) pour une source sans mémoire peuvent également être étudiés.



170

Annexe 4.A : Algorithme d'identi�cation de leader absolu et de dé-

tection de surcharge

L'approche classique pour véri�er si un point y est dans un dictionnaire algébrique spéci�é par des

leaders absolus consiste [19] à calculer le leader absolu associé à y, en triant par ordre décroissant

le vecteur (jy1j; � � � ; jy8j), puis à véri�er si ce leader fait partie d'une table comprenant la liste des

leaders absolus dé�nissant le dictionnaire. Un algorithme plus rapide spéci�que à RE8 peut aussi

être employé en calculant un identi�cateur de leaders absolus à partir de y. L'algorithme est décrit

en 3 étapes :

(a) Calculer s = (y41 + � � � + y48)=8 à partir de y. Les permutations signées de y donnent toutes

la même valeur. On peut montrer que s identi�e de façon unique un leader absolu dans le

tableau 4.3. Les valeurs de s associées aux leaders absolus de ce tableau (exceptés le mot nul)

sont pré-calculées et stockées dans un vecteur pré-dé�ni indexé par 0 � ka � 35.

(b) Chercher s dans ce vecteur prédé�ni. Si s n'est pas dans ce vecteur, on a donc une surcharge.

L'indice ka résultant est compris entre 0 et 35. Si s = 0, y = 0 et on �xe ka = 36. Si s n'est

pas nul et n'est dans le vecteur prédé�ni, on �xe ka = 37 (pour indiquer une surcharge).

Le numéro de dictionnaire n peut alors être trouvé par consultation dans une table adéquate indexée

par ka.
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Annexe 4.B : Extension de Voronoï en 2 itérations

La saturation est gérée par extension de Voronoï. L'extension est limitée à 2 itérations en initialisant

adéquatement l'ordre d'extension r.

Les étapes sont :

(i) Initialisation : Pré-sélectionner l'ordre d'extension r et le modulo de Voronoï m à partir de

y = (y1; � � � ; y8) a�n de minimiser le nombre d'itérations sur r. Cette pré-sélection est détaillée

plus loin. Initialiser le compteur iter = 0.

(ii) Si iter = 2, aller à l'étape (vii).

(iii) Trouver le plus proche voisin c de (y � a)=m dans RE8.

(iv) Véri�er si c est un élément de Q2, Q3 ou Q4 � les détails sont donnés à l'annexe 4.A. Cette

véri�cation produit un numéro de dictionnaire n et un identi�cateur ka de leader absolu.

A ce stade, c ne peut pas être dans Q0. Par conséquent, n peut prendre ses valeurs dans

f2; 3; 4; outg.

(v) Il y a deux cas :

� Si n = out, incrementer l'ordre d'extension r par 1 et multiplier le facteur d'échelle m

par 2.

� Si n = 2, �xer n = 3. En e�et, si c est dans Q2, c est aussi dans Q3 car Q2 est imbriqué

dans Q3 (Q2 � Q3). Si n = 3 ou 4, l'ordre d'extension r et le facteur m = 2r sont

su�sants pour quanti�er x sans saturation.

Calculer le vrai numéro de dictionnaire : n� = n + 2r. Fixer c� = c, k�a = ka, n
� = n,

m� = m. Décrémenter l'ordre d'extension r de 1 et diviser m par 2 � la pré-sélection

peut en e�et sur-estimer l'ordre r su�sant pour capturer y et donc gaspiller des bits.

(vi) Incrémenter le compteur d'itérations iter par 1. Aller à l'étape (ii).
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(vii) Fixer n = n�. Calculer l'indice j de c� à partir de k�a et l'indice de Voronoï k de v =

y �m�c�. L'indexation de c� est basée sur le codage du rang et des consultations dans des

tables comme dans [19, 20, 21, 22]. Dans le cas particulier de RE8, l'indice k correspond au

vecteur vM�1(RE8) pris modulo m� sur chaque composante, où M(RE8) est une matrice

génératrice de RE8. Multiplexer ces deux indices, j et k, pour former i.

La pré-sélection de r et m est réalisée comme suit. On calcule d'abord t = (y21 + � � � + y28)=32.

On �xe r = 1 et m = 2r = 2, puis tant que t > 11, calculer t = t=4, r = r + 1 et m = 2m.

Alternativement on peut calculer r et m sans boucle à partir de t. Cette procédure de pré-sélection

est motivée par 2 observations :

� En passant de l'ordre d'extension r à r+ 1, les dictionnaires de base Q3 et Q4 sont multipliés

par m = 2r+1 au lieu de 2r. La norme quadratique des mots de code dans Q3 et Q4 est donc

multipliée par 4. Ceci explique le facteur 1/4 appliqué à t à chaque itération.

� L'union des dictionnaires de base Q0 [ Q2 [ Q3 [ Q4 comprend des points de RE8 sur les

orbites 0 à 32. La dernière orbite complète est l'orbite 5. La constante �xant la �n de boucle

quand t > 11 est sélectionnée expérimentalement entre 5 et 32.
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Chapitre 5

CODAGE PAR TRONCATURE DE

VORONOÏ ADAPTATIVE

Ce chapitre est dédié à une technique de quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit à faible

complexité : le codage par troncature de Voronoï adaptative. Les dictionnaires de quanti�cation

utilisés sont imbriqués. Ces travaux ont été entrepris pendant le développement du modèle de

codage AMR-WB+, avec pour objectif de développer une alternative à la quanti�cation multi-débit

par extension de Voronoï pour le codage algébrique de la cible TCX, qui est présentée au chapitre

4. La technique décrite ici est en fait moins complexe que son équivalent utilisant l'extension de

Voronoï, tout en ayant des performances similaires.

La troncature de Voronoï adaptative est illustrée à la �gure 5.1 pour le réseau D2 en dimension

2. Cette �gure montre les frontières de 6 régions de troncature emboîtées dé�nissant des codes de

Voronoï (des dictionnaires de quanti�cation) de débits di�érents dans D2.

On distingue deux types de régions :

� Les carrés ayant subi une rotation de �=2, qui correspondent à 2nV (D2) + a, où V (D2) est la

région de Voronoï de D2 et n est un entier � 1 ; elles dé�nissent un code de Voronoï dans D2
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 a

Figure 5.1: Régions de troncature de D2.

de débit entier (n bit par dimension) ;

� Les autres carrés qui correspondent à 2nV (2Z2)+a et dé�nissent un code de Voronoï dans D2

de débit n+ 1
2
bit par dimension.

La �gure 5.1 ne montre en fait que les cas n = 1; 2 et 3, avec a = (0:1; 0:3) ; cependant n peut

aller en théorie jusqu'à l'in�ni. A partir de cet exemple, on comprend qu'un point quelconque y

de D2 peut être vu comme un élément d'un code de Voronoï dans D2 de débit n ou n+ 1
2
bit par

dimension, pourvu que n soit assez grand. Puisque n dépend de y, la troncature de D2 est dite

adaptative. La troncature de Voronoï est mise ici à pro�t pour développer des algorithmes e�caces

de quanti�cation multi-débit � avec un stockage négligeable et un coût de calcul relativement faible

et indépendant du débit de codage.

Ce chapitre est structuré comme suit. Les notions de base sur les partitions de réseaux de points



177

sont rappelées à la section 5.1. La troncature de Voronoï adaptative est ensuite présentée en 3 étapes.

Elle est d'abord étudiée à la section 5.2 dans le cas scalaire, avec le réseau Z. Le codage multi-débit

est ainsi dé�ni à l'aide de partitions de la forme Z=mZ indexées sur log2m bits avec m entier � 2.

Ce cas particulier est ensuite généralisé à la section 5.3 pour un réseau régulier quelconque � en

dimension N . Les partitions de la forme �=m� sont indexées sur log2m bits par dimension. Des

résultats numériques sont présentés à la section 5.4 a�n d'évaluer les performances de codage. En�n,

le codage par incrément de 1
2
bit par dimension est présenté à la section 5.5 à l'aide de partitions de

la forme �=2r�=2rR� où � est un réseau binaire en dimension paire, r est un entier � 1 et R� un

sous-réseau géométriquement similaire à � tel que j�=R�j = 2N=2. La technique décrite à la section

5.5 est appliquée à la section 5.6 pour développer un système de quanti�cation multi-débit adapté

aux besoins du codage AMR-WB+, avant de conclure à la section 5.7.

5.1 Préliminaires

Les notions qui sont revues ici ont été abordées dans les chapitres 2, 3 et 4. Un réseau de points �

est un arrangement régulier de points dans l'espace, stable (clos) pour l'addition et la multiplication

par des entiers [1]. On considère ici des réseaux dé�nis dans RN et de rang maximal, spéci�és par

une base de vecteurs linéairement indépendants v1 � � � ;vN , avec

� =
�
k1v1 + � � �+ kNvN jk = (k1; � � � ; kN ) 2 ZN

	
: (5.1)

Un exemple de réseau est montré (en partie) à la �gure 5.2 (a). Il s'agit du réseau en damier en

dimension N = 2, D2 = Zv1+Zv2, avec v1 = (2; 0) et v2 = (1; 1). Le réseau D2 peut être également

dé�ni de façon plus intuitive comme D2 =
�
(x1; x2) 2 Z2jx1 + x2 pair

	
.

Un sous-réseau �0 de � est un réseau de points inclus dans � (�0 � �). Par exemple, D2 est un

sous-réseau de Z2. De plus, 2Z2 est un sous-réseau de D2, tel que montré à la �gure 5.2 (b). Un

sous-réseau �0 induit une partition de � en sous-ensembles dits cosets, qui sont des translatés de �0.
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(a) réseau D2 (b) coset 2Z2 de D2

Figure 5.2: Réseau D2 et sous-réseau 2Z2.

Ainsi, � peut alors être vu comme :

� =
[

c2[�=�0]

�
�0 + c

�
; (5.2)

où [�=�0] est un ensemble de vecteurs permettant de générer � par translation de �0. Ces vecteurs

sont des représentants de cosets. Cette décomposition en cosets a été exploitée en particulier au

chapitre 4. Par exemple, D2 peut être partitionné sous la forme :

D2 = 2Z2 [
�
2Z2 + (1; 1)

	
: (5.3)

Ainsi, on peut prendre [D2=2Z
2] = f(0; 0); (1; 1)g. La cardinalité de [�=�0] est notée j�=�0j �

autrement dit, j�=�0j correspond au nombre de sous-ensembles dans la partition �=�0. Par exemple,

jD2=2Z
2j = 2.

De façon évidente, le réseau m� (m entier � 2) est un sous-réseau de �. Plus précisément, il y
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a mN cosets de m� dans �, soit j�=m�j = mN . Cette propriété découle de la relation :

� =
[

0 � ki < m

i = 1; � � � ; N

8><>:m�+ k1v1 + � � �+ kNvN| {z }
représentant de coset de m�

9>=>; : (5.4)

Par exemple, si � = Z, on peut prendre [Z=mZ] = f0; 1; � � � ;m� 1g. Le codage de Voronoï de [2]

dé�nit d'autres représentants de cosets pour la partition �=m� : les points de [�=m�] sont pris à

l'intérieur d'une région de Voronoï (décalée) de m� en calculant k1v1+ � � �+kNvN modulo m�. On

adopte les mêmes notations qu'au chapitre 4 ; un code de Voronoï V (�;�0) associé à la partition

�=�0 est dé�ni par :

V (�;�0) = � \
�
V (�0) + a

	
; (5.5)

où a 2 RN est un décalage approprié. Si �0 = m�, on a :

V (�;m�) = � \ fmV (�) + ag : (5.6)

Un réseau � dans RN est dit binaire [3] si � est un sous-réseau de ZN et s'il existe un entier

p 2 N tel que 2pZN est un sous-réseau de �. Le nombre de cosets de 2pZN de � est une puissance

de 2. Pour N pair, un réseau binaire � admet comme sous-réseau R�, avec j�=R�j = 2N=2, où R

est une matrice de rotation adéquate véri�ant detR = 2N=2. Cette structure est détaillée dans [3],

en particulier dans le cas des réseaux � = DN , E8, �16 et �24.

5.2 Codage de Voronoï multi-débit dans Z=mZ

Le codage par troncature de Voronoï adaptative est illustré à la �gure 5.3 dans le cas scalaire. Pour

une source scalaire x 2 R et en faisant abstraction de toute contrainte de débit, le codage de x dans

Z s'e�ectue sans saturation (ou surcharge) : x est toujours représenté par son arrondi y dans Z.

Le point y est codé de façon adaptative par indexation multi-débit en s'appuyant sur le codage de
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Voronoï scalaire. L'indexation produit un indice scalaire k ainsi qu'un numéro de dictionnaire m

entier qui est ensuite codé sous forme binaire.

recherche du plus proche
voisin dans Z

yx indexation
multidébit

m

k

codage

Figure 5.3: Codage multi-débit par troncature de Voronoï adaptative de Z.

En dimension N = 1, le codage de Voronoï correspond en fait à la quanti�cation scalaire uni-

forme, et un dictionnaire de taille �xe peut être dé�ni comme

V (Z;mZ) = Z\ fmV (Z) + ag = Z\
h
�m

2
+ a;

m

2
+ a
i
; (5.7)

où V (Z) =
�
�1

2
; 1
2

�
est la région de Voronoi de Z associée à 0, m est un entier � 2 et a est

un décalage tel que �m
2
+ a 62 Z. Des exemples de codes sont illustrés à la �gure 5.4 (a) pour

a = 0:1. Le code V (Z;mZ) contient m mots de code, qui sont des représentants de cosets de la

partition Z=mZ. Le nombre de bits nécessaire pour indexer y dans V (Z;mZ) est dlog2me, où d:e
désigne l'arrondi à l'entier supérieur. Par exemple, V (Z; 2Z) = f0; 1g, V (Z; 4Z) = f�1; 0; 1; 2g et
V (Z; 8Z) = f�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4g ; ces codes (ou dictionnaires) comprennent respectivement 2, 4

et 8 mots de code, pour un débit respectif de 1, 2 et 3 bits. On véri�e que les dictionnaires sont

imbriqués, car V (Z; 2Z)� V (Z; 4Z)� V (Z; 8Z).

5.2.1 Algorithme de codage

Le codage multi-débit d'un scalaire x dans V (Z;mZ), schématisé à la �gure 5.3, peut être e�ectué

en trois étapes :

1. Arrondi de x à l'entier y le plus proche, soit calcul de y = [x] où [:] désigne la partie entière ;

2. Recherche de la troncature minimale de Z pour que y soit un mot de V (Z;mZ), soit recherche
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Z
0 1 2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6

m=2

m=4

m=8

(a) exemples de code de Voronoï V (Z;mZ) pour m = 2; 4; 8

Z
0 1

m=12

xy

(b) exemple de codage

Figure 5.4: Exemples de codes issus de la partition Z=mZ.

de

mmin = min
n
m 2 Nn f0; 1g j � m

2
+ a < y <

m

2
+ a
o

(5.8)

� on trouve facilement que jmj > 2jy � aj et donc mmin = max(d2jy � aje; 2) ;

3. Calcul de l'indice 0 � k < m de y dans V (Z;mZ) pour m = mmin (par exemple k =

y � d�mmin

2
+ ae).

Un exemple de codage est illustré à la �gure 5.4 (b) pour a = 0:1 et x = 6:31. On trouve y = 6,

mmin = 12 et k = 11.

Le modulo m est une information supplémentaire, nécessaire pour décoder correctement k. En

pratique, pour limiter le débit supplémentaire dû au codage de m, la recherche de mmin peut être

contrainte sur un sous-ensemble de Nn f0; 1 � � �g. Par exemple, on peut limiter m à des puissances

de 2, c'est-à-dire à f2; 4; 8; 16; � � �g pour obtenir des incréments de débit de 1 bit. Par ailleurs, la

contrainte sur a, à savoir que a soit tel que �m
2
+ a 62 Z, n'est que théorique. En pratique, on peut

très bien prendre a = 0 ; la recherche de mmin et le calcul de k doivent être cependant modi�és pour
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s'assurer du bon fonctionnement du codage.

5.2.2 Variante : dictionnaires emboîtés

Les constellations de Voronoï V (Z;mZ) = Z\ fmV (Z) + ag ont deux défauts :

� Elles sont asymétiques et décentrées (de moyenne non nulle) � cette propriété est inévitable si

on impose que 0 soit un mode de code ;

� Elles sont imbriquées (V (Z; 2Z) � V (Z; 3Z) � V (Z; 4Z) � � � �), l'indexation multi-débit est

donc redondante.

Pour remédier à ce dernier défaut, on peut utiliser des constellations emboîtées. Par exemple, si la

valeur de m � 2 est contrainte à une puissance de 2, on peut dé�nir Cm tel que Cm = Z\ Vm, avec
V2 = 2V (Z) + a et Vm =

�
m
2
V (Z) + (a� m

2
)
	
[
�
m
2
V (Z) + (a+ m

2
)
	
pour m > 2. Si a = 0:1, on

obtient C2 = f0; 1g, C4 = f�2;�1; 2; 3g, C8 = f�6;�5;�4;�3; 4; 5; 6; 7g, etc. Ces codes alternatifs
sont dits emboîtés car Cm1

\ Cm2
= ; si m1 6= m2. Le codage est alors légèrement plus compliqué

et il se généralise di�cilement à d'autres réseaux que Z.

5.3 Codage de Voronoï multi-débit dans �=m�

On généralise ici le codage de Voronoï multi-débit tel qu'introduit précédemment pour Z au cas d'un

réseau régulier de points � quelconque en dimension N . Tel qu'illustré à la �gure 5.5, le vecteur de

source x 2 RN est représenté par son plus proche voisin y dans �, et la performance de codage est

mesurée par kx� yk2 en moyenne (en supposant un budget de bits su�sant).

L'indexation multi-débit consiste à interpréter y comme un mot dans un code de Voronoï

V (�;m�) dans � avec

V (�;m�) = � \ fmV (�) + ag ; (5.9)
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Figure 5.5: Codage multi-débit par troncature de Voronoï adaptative de �.

où m est un entier � 2 adéquat et a 2 R
N est un décalage indépendant de m. Le code V (�;m�)

contient en fait des représentants de cosets de la partition �=m� [4, 5]. L'indice k de y est vectoriel,

et ses composantes véri�ent 0 � ki < m pour i = 1; � � � ; N . Cet indice a été dé�ni aux chapitres 2, 3

et 4. Le modulo de Voronoï m est une information supplémentaire nécessaire au décodage de k. Le

nombre de bits utilisé pour représenter k est de log2m bits par dimension � en pratique dN log2me
bits par vecteur.

Ce codage multi-débit fonctionne correctement à condition que y 2 V (�;m�). Idéalement on

cherche

mmin = minfm 2 Nn f0; 1g jy 2 (mV (�) + a)g ; (5.10)

pour utiliser le moins de bits possible au codage.

5.3.1 Algorithme de codage optimisé

On suppose pour simpli�er que le décalage a est tel qu'aucun point de � n'est sur la frontière de

mV (�) + a et que a 2 V (�). La valeur m = 0 est permise pour traiter les cas où le budget de bits

n'est pas su�sant au codage. Les étapes de codage sont alors :

1. Recherche du plus proche voisin y de x dans � ;

2. Recherche de la troncature minimale mmin :

Si y = (0; � � � ; 0), mmin = 0, sinon :
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(a) Recherche du vecteur pertinent r de � associé à y � a (on peut se référer au chapitre 3

pour des détails sur cette recherche du vecteur pertinent) ;

(b) Calcul de mmin = max(2; d2(y � a)r
t

rrt
e) ;

3. Calcul de l'indice k de y dans V (�;mmin�).

Pour � = Z
N (N � 1), il y a 2N vecteurs pertinents possibles qui correspondent aux permutations de

(�2; 0; � � � ; 0). La recherche du vecteur pertinent associé à y�a revient ainsi à trouver la composante

maximale en valeur absolue, et mmin = 2jyj � aj j avec j = arg max
1�i�N

jyi � aij.

Le calcul de mmin peut être compris à l'aide de la �gure 5.6. En e�et, pour que y soit dans

mV (�)+a, m doit être tel que ky�ak2 < ky� (mr+a)k2. On trouve : (y�a� m
2
r)rt < 0. Cette

condition est évidente d'un point de vue géométrique, comme illustré à la �gure 5.6.

a

y

m r+a

m ρ

m V(A2)+a

(y-a-   r)rtm
2

mR

Figure 5.6: Détermination de la troncature minimale � exemple de A2.

Pour réduire la complexité de codage, l'étape 2 peut être remplacée par une estimation sous-

optimale de mmin. En e�et, en remplaçant mV (�) + a par deux sphères, l'une inscrite et l'autre

circonscrite, centrées en a de rayon m� et mR respectivement, on trouve m� < ky� ak < mR où �
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est le rayon d'empilement de � et R est le rayon de couverture de �. Par suite, mmin est compris

entre b1
�
ky � akc et d1

�
ky � ake.

Ce codage est illustré à la �gure 5.7 pour � = A2 : en prenant x = (1:2; 5:9) et a = (0:1; 0),

on trouve y = (3
2
; 7

p
3

2
), r = (1

2
;
p
3
2
) et mmin = 12 ; l'indice k peut être calculé par indexation de

Voronoï [4]. En approximant de mV (A2) + a par deux sphères centrée en a et de rayon m� et mR,

avec � = 1
2
et R = 1p

3
, on trouve que mmin est compris entre 10 et 13 (pour une valeur réelle de 12).

 a

 x

 y

 m V(A
2
)+a

Figure 5.7: Exemple de troncature adaptative pour A2=mA2.

Le facteur m peut être restreint à un sous-ensemble de Nn f0; 1g. Le décalage a peut être

quelconque à condition de dé�nir correctement le calcul de mmin et de l'indice k.
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5.3.2 Algorithme de codage simpli�é

La recherche du vecteur pertinent de � dans l'algorithme de codage optimisé peut être évitée en

employant un algorithme simpli�é décrit ci-dessous :

1. Recherche du plus proche voisin y de x dans � ;

2. Recherche de la troncature minimale mmin :

Si y = (0; � � � ; 0), mmin = 0, sinon :

(a) m = 2

(b) recherche du plus proche voisin z de (y � a)=m dans �

(c) si z = (0; � � � ; 0), mmin = m. Fin.

(d) m := m+ 1 et retour à l'étape (b)

3. Calcul de l'indice k de y dans V (�;mmin�).

Les étapes (b) et (c) peuvent être remplacées à l'aide de l'indexation de Voronoï en calculant y !
k! z, où k est l'indice de Voronoï de y, et en véri�ant que y et z sont identiques. Ces opérations

ont été utilisées aux chapitres 3 et 4.

Avec cet algorithme simpli�é, le nombre de boucles sur m n'est alors pas borné et la complexité

de codage dépend de y, donc de x. Par contre, contrairement à l'algorithme optimisé, le décalage

a peut prendre n'importe quelle valeur, à condition de remplacer les étapes (b) et (c) à l'aide des

opérations y! k et k! y.

5.3.3 Complexité

Le codage de Voronoï, tel que décrit dans [4], présente l'avantage d'avoir une complexité indépen-

dante du débit de codage. La quanti�cation multi-débit à partir de �=m� conserve cette propriété, si
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bien qu'avec l'algorithme de codage optimisé, la complexité de codage et décodage est indépendante

de m, donc du débit. De plus, en mettant de côté le codage de m, les données à stocker pour réaliser

la quanti�cation dans �=m� se réduisent essentiellement à M(�), M(�)�1 et a. Cette complexité

réduite est comparable à celle du codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal vu au chapitre 3.

5.3.4 Remarque : estimation approximative de la troncature minimale

On décrit ici une technique due à Ohm, présentée dans [6] et similaire au codage par troncature de

Voronoï adaptative. Celle-ci a été mise en ÷uvre dans [6] pour le codage vidéo.

La di�érence entre la quanti�cation multi-débit de [6] et le codage de Voronoï à troncature

adaptative développé ici pour �=m� tient à la façon dont la troncature de Voronoï est adaptée.

Plus précisément, dans [6], le calcul du modulo de Voronoï minimal mmin est approximatif.

L'estimation de mmin est appelée "adaptation de la taille du dictionnaire" dans [6] ; elle s'appuie

sur des arguments géométriques. Le code de Voronoï V (�;m�) est vu comme un code sphérique

de rayon r ; la valeur de r est calculée pour un x donné et sert à trouver m, donc à adapter la

troncature de Voronoï. L'estimation de m à partir de x n'étant pas détaillée dans [6], on reprend

ici les arguments de [6] en développant les calculs.

Pour un x donné et en supposant que le décalage de Voronoï a véri�e kak2 � 0, un code

"sphérique" V (�;m�) "englobant" x doit avoir un rayon r tel que r � kxk, où k:k désigne la norme

euclidienne. Puisqu'une (hyper-)sphère en dimension N de rayon r a pour volume

V =
�N=2rN

�(N=2 + 1)
; (5.11)

et que le volume d'une région de Voronoï V (�) du réseau � est detM(�) où M(�) est une matrice

génératrice de �, le nombre de mots de code dans V (�;m�) pour représenter x est approximative-

ment V=det(M(�)). Or, la taille du code de Voronoï V (�;m�) est mN [4] ; le modulo de Voronoï

m minimal peut donc être estimé par mest =
N
p
V=det(M(�)) en prenant r = kxk. Dans l'exemple

précédent basé sur A2, pour x = (1:2; 5:9) on trouve mest = 11:46.
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Dans [6], � = �16 est utilisé pour des débits inférieurs à 4 bits par dimension ; autrement le

codage est e�ectué dans � = E8. Le facteur m prend ses valeurs dans f2; 3; 4; 6; 8; 12; � � �g pour que
la taille du code V (�;m�) augmente avec des incréments proches de 1

2
bits par dimension, et m est

représenté par un code de Hu�man. Le décalage a dé�nissant V (�;m�) n'est pas précisé � la valeur

maximale de m non plus.

5.4 Performances de quanti�cation pour une source gaussienne

Les performances du codage par troncature de Voronoï adaptative sont évaluées pour une source

discrète gaussienne sans mémoire, de moyenne nulle et de variance unité. Les codes dé�nis par la

troncature de Voronoï adaptative sont en e�et quasi-sphériques, à condition d'utiliser un réseau tel

que A2, D4, RE8, �16 ou �24. L'importance d'adapter la forme des dictionnaires de quanti�cation

à la source a été discutée au chapitre 2. En particulier, pour une source gaussienne sans mémoire,

les dictionnaires doivent être sphériques. Or, la forme de région de V (�) s'approche de celle d'une

sphère ; la troncature quasi-sphérique utilisée ici est donc appropriée. En outre, la source gaussienne

fournit une approximation réaliste pour certains signaux tels que la cible TCX transformée [7] (pour

un codage TCX avec prédiction de pitch).

On se restreint au cas du codage multi-débit à débits entiers à partir de �=2n�. Seuls les réseaux

� = Z et A2 sont utilisés. Les simulations utilisent dans les deux cas 106 vecteurs de source.

La source est codée selon un schéma de type gain-forme, tel qu'illustré à la �gure 5.8. Les

dictionnaires de quanti�cation multi-débit sont notés Qn, avec n � 0, comme à la section 4.4.

Ils sont dé�nis ici par : Q0 = f(0; � � � ; 0)g et Qn = V (�; 2n�) (pour n > 0) en prenant comme

paramètre de troncature adaptative m = 2n. Le débit de Qn est ainsi égal à n bits par dimension.

L'information supplémentaire n = log2 m est représentée par un code binaire à longueur variable ;

on emploie un codage entropique idéal ou un codage unaire. On suppose que le budget de bits n'est

pas limité pour coder chaque vecteur de source ; par suite, la distorsion est réduite à la distorsion

granulaire kx� gyk2, où y est le plus proche voisin de 1
g
x dans �. Le point y est codé sous la forme
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d'un numéro de dictionnaire n et d'un indice i identi�ant un mot de code de Qn. L'indice i est formé

en multiplexant les composantes de l'indice de Voronoï k associé à Qn = V (�; 2n�) pour n > 0.

÷ xplus proche
voisin dans Λ

x
^

g

xy

indexation
de Voronoï
multidébit

m codage à
longueur variable

k

log2
n

multiplexer
i

Figure 5.8: Système d'évalutation.

En faisant varier g, on mesure le débit moyen de codage R et la distorsion moyenne normalisée

D = 1
NE

�
kx� gyk2

�
. On obtient ainsi une courbe débit-distorsion D(R). Pour chaque valeur de g,

on estime également la probabilité de sélection des dictionnaires Qn, ainsi que la longueur moyenne

E[l(n)] du code à longueur variable représentant n.

5.4.1 Quanti�cation multi-débit dans Z

Les performances mesurées pour Z sont illustrées à la �gure 5.9. On véri�e à la �gure 5.9 (a),

que pour un gain g assez élevé, la source est majoritairement localisée dans V (�) et donc codée

à (0; � � � ; 0), avec n = 0. La probabilité de sélection de chaque dictionnaire Qn peut être évaluée

analytiquement à l'aide de la fonction d'erreur (erf ) en fonction de g. La sous-optimalité du codage

unaire (par rapport à un codage entropique idéal) est mise en évidence à la �gure 5.9 (b). Avec le

codage unaire, au minimum un bit doit être transmis pour chaque x pour indiquer le dictionnaire

Qn utilisé. Le débit moyen par dimension R tend donc vers 1 bit pour les grandes valeurs de g.

Un gain g faible implique un débit moyen élevé. A la �gure 5.9 (c), on voit que la distorsion

se réduit à la distorsion granulaire à débit su�samment élevé (pour g su�samment faible). La

distorsion est alors approximativement égale au moment d'ordre 2 de gZ, soit D � Dg = g2=12. La
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Figure 5.9: Résultats de simulation pour la quanti�cation multi-débit dans Z.
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�gure 5.9 (d) montre que les performances du codage dans Z s'écartent signi�cativement de la borne

débit distorsion quand le débit augmente. Cet écart peut être attribué à plusieurs raisons :

� Pour chaque x scalaire, il faut coder une information supplémentaire n. Quand g diminue,

E[l(n)] augmente ; le débit relatif consommé par le codage de n pénalise la performance.

� Les dictionnaires Qn sont imbriqués.

� Le codage est e�ectué dans Z qui n'apporte aucun gain granulaire.

5.4.2 Quanti�cation multi-débit dans A2

Le codage dans A2 est e�ectué avec l'algorithme optimisé d'indexation multi-débit et en prenant

a = (0:1; 0). Les performances associées sont montrées à la �gure 5.11. On peut véri�er qu'elles sont

équivalentes à celles obtenues avec la quanti�cation multi-débit par extension de Voronoï (qui sont

analysées au paragraphe 4.4.1).

Néanmoins à bas débit (autour d'un bit par dimension) les performances sont moins bonnes que

celles obtenues avec l'extension de Voronoï ; cette dégradation peut être expliquée par l'asymétrie

et la moyenne non nulle des dictionnaires Q1 et Q2, comme illustrés à la �gure 5.10.

5.5 Codage de Voronoï multi-débit dans �=2r�=2rR� où � est un

réseau binaire

Le codage à partir de �=m�, décrit à la section 5.3, peut être adapté pour que le débit des codes

de Voronoï augmente avec un incrément de 1
2
bit par dimension. On complète ici les algorithmes

de codage dans �=m� a�n de mettre en ÷uvre un système de quanti�cation multi-débit, adapté au

codage TCX audio, présenté à la section 5.6.



192

(a) Q1 pour l'extension de Voronoï (b) Q1 pour le codage par troncature de Voronoï

adaptative

(a) Q2 pour l'extension de Voronoï (b) Q2 pour le codage par troncature de Voronoï

adaptative

Figure 5.10: Comparaison des dictionnaires Q1 et Q2.

Au lieu d'utiliser des partition �=2r� (avec r entier � 1) conduisant à des incréments de 1 bit

par dimension, on utilise les partition �=2r�=2rR� avec j�=R�j = 2N=2 et R2� = 2�. Le réseau �

doit dans ce cas être binaire en dimension paire. Les réseaux DN (N entier pair), RE8, �16 et �24

sont des exemples de réseaux applicables.

Le codage dans �=2r�=2rR� est similaire au codage dans �=m� pour m = 2r. Il est illustré

à la �gure 5.12. Le vecteur de source x 2 R
N est représenté par son plus proche voisin y dans �,

et la performance de codage est mesurée en moyennant kx � yk2 (en supposant un budget de bits

su�sant). Le point y est indexé dans des dictionnaires Qn sous la forme d'un numéro de dictionnaire

n et d'un indice i qui est obtenu en multiplexant un indice de Voronoï k ou des indices vectoriels k
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Figure 5.11: Résultats de simulation pour la quanti�cation multi-débit dans A2.
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Figure 5.12: Codage multi-débit par troncature de Voronoï adaptative de �.

Les dictionnaires sont des codes de Voronoï dans �, dé�nis pour r entier � 1 par :

Q2r = V (�; 2r�) = � \ fV (2r�) + ag = � \ f2rV (�) + ag ; (5.12)

Q2r+1 = V (�; 2rR�) = � \ fV (2rR�) + ag = � \ f2rV (R�) + ag ; (5.13)

où a 2 R
N est un décalage indépendant de r. Ces deux équations peuvent être résumées, pour n

entier � 2, sous la forme :

Qn = V (�; Rn�) = � \ fV (Rn�) + ag ; (5.14)

en se rappelant que R2n� = 2n� et R2n+1� = 2nR�. Chaque dictionnaire Qn comprend 2
n
2
N

éléments, pour un débit de n
2
bits par dimension. Par convention on �xe le débit minimal à 1 bit

par dimension ; mais en réalité la valeur n = 1 pourrait aussi être utilisée. On dé�nit également le

dictionnaire Q0 = f0; � � � ; 0g.

5.5.1 Algorithme de codage optimisé

On suppose que le décalage a est tel qu'aucun point de � n'est sur la frontière de 2rV (�) + a ou

2rV (R�)+ a et que a 2 V (�). Le codage dans �=m�, décrit au paragraphe 5.3.1, est généralisé au

cas d'une partition �=2r�=2rR� ci-dessous :

1. Recherche du plus proche voisin y de x dans �.

2. Si y = (0; � � � ; 0), n = 0. Fin.
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3. Trouver r1 minimal tel que y 2 V (�; 2r1�) à l'aide de la recherche du vecteur pertinent r de

� associé à y � a.

4. Trouver r2 minimal tel que y 2 V (�; 2r2R�) à l'aide de la recherche du vecteur pertinent r de

R� associé à y � a.

5. Sélectionner la troncature minimale : si r2 < r1, n = 2r2 + 1, sinon n = 2r1.

6. Calculer l'indice de y dans Qn : si n est pair, ce calcul correspond à l'indexation de Voronoï

de [4]. Si n est impair, l'indexation peut être tirée de [5].

Cet algorithme est illustré à la �gure 5.13. La quanti�cation s'e�ectue dans D2 avec

R =

24 1 1

1 �1

35 : (5.15)

On rappelle que RD2 = 2Z2. On prend a = (0:3; 0:1). Pour x1 = (2:4; 3:6), on trouve y1 = (2; 4),

n = 5. Pour x1 = (�1:9; 5:6), on trouve y2 = (�2; 6), n = 6.

5.5.2 Algorithme de codage simpli�é

La recherche du vecteur pertinent de � ou R� peut être évitée avec l'algorithme ci-dessous :

1. Recherche du plus proche voisin y de x dans � ;

2. Si y est nul, n = 0. Fin.

3. Rechercher la troncature minimale mmin :

(a) n = 2, m = 2

(b) Si y 2 Qn = V (�;m�), arrêter ;

(c) n := n+ 1

(d) Si y 2 Qn = V (�;mR�), arrêter ;
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Figure 5.13: Exemple de troncature adaptative pour D2=R
pD2.

(e) n := n+ 1, m := 2m et retour à l'étape (b).

4. Calcul de l'indice k de y dans Qn.

La complexité de cet algorithme simpli�é n'est pas bornée et dépend de x. Pour véri�er que y 2 Qn,

on peut utiliser les algorithmes d'indexation y! k, k! y, y! (k; l) et (k; l)! y.

5.5.3 Complexité

La complexité de quanti�cation multi-débit est �xée par la partition, �=2r� ou �=2rR�, la plus

di�cile à indexer. En général la partition �=2rR� est plus complexe. En mettant de coté le

codage de n, les données à stocker pour réaliser la quanti�cation dans �=2r�=2rR� se réduisent
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essentiellement à a, M(�), M(�)�1, M(R�) et M(R�)�1 ainsi qu'à une matrice décrivant �=R�.

5.6 Application : quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit

basée sur RE8 pour le codage TCX audio

Dans le contexte de l'AMR-WB+, on détaille ici un système de quanti�cation multi-débit alternatif

en dimension 8. La quanti�cation multi-débit repose, comme à la section 4.5, sur des dictionnaires

de quanti�cation Qn où n 2 f0; 2; 3; 4; � � � ; nmaxg. Ici, nmax = 33.

Le codage est fondé sur les partitions RE8=2
rRE8=2

r+1E?
8 . Il est réalisé à partir des algorithmes

décrits à la section 5.5, en prenant � = RE8 et R� = 2E?
8 . Les réseaux RE8 et E?

8 sont dé�nis à

l'annexe 5.A ; ils sont reliés par des rotations R et R? telles que R�E8 = RE8 et R�RE8 = 2E8,

R? �RE8 = 2E?
8 et R?? �E?

8 = RE8.

Le système comprend un codeur et un décodeur, tels qu'illustrés à la �gure 5.14. En supposant

que l'allocation des bits est su�sante, le vecteur x est représenté par son plus proche voisin y dans

RE8. L'indexation multi-débit fait correspondre à y un numéro de dictionnaire n � identi�ant un

dictionnaire Qn � et un indice i représenté sur 4n bits. Ce système est structurellement identique à

celui présenté à la section 4.5. Les dictionnaires Qn sont cependant di�érents.

Le numéro de dictionnaire n est représenté sous forme binaire par codage unaire avant multi-

plexage.

5.6.1 Décodage multi-débit

Le numéro de dictionnaire n est décodé à partir de sa représentation binaire (un code unaire ici).

L'indice i est interprété di�éremment suivant la valeur de n :

1) Si n = 0, le décodeur reconstruit y = (0; � � � ; 0), le seul élément du dictionnaire de base Q0.
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Figure 5.14: Système de quanti�cation multi-débit alternatif basé sur RE8.

2) Si n = 2r avec r entier � 1, i correspond à un indice k de Voronoï pour RE8 sur 8r bits, dont

les 8 composantes sont comprises entre 0 et m� 1 avec m = 2r. L'indice k est décodé en un

mot y de RE8=2
rRE8 à l'aide de l'algorithme de [4]. Ce décodage est décrit dans les chapitres

3 et 4.

3) Si n = 2r + 1 avec r entier � 1, l'indice i correspond à deux sous-indices :

� un indice de Voronoï k pour 2E?
8 sur 8r bits ;

� un indice l = (l1; l2; l3; l4) dont les 4 composantes sont binaires, prenant 4 bits.

Le décodage de (k; l) est e�ectué tel que présenté à la �gure 5.15. Le décodage de RE8=2
r+1E?

8

généralise le décodage de RE8=mRE8 de [4]. Il génère toujours un point dans RE8 car 2mE?
8

est un sous-réseau de RE8. De plus les points générés sont bien à l'intérieur de la région

2mV (E?
8 ) + a.

Le décalage de Voronoï a est �xé à zéro. Il n'est pas admissible ; cette propriété est prise en compte

pendant le codage multi-débit.
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Décodage: indice (k; l) ! mot de code � 2 RE8

1. Calculer x = kM(2E?
8 ) + lM(RE8=2E

?
8)

2. Calculer y = (x� a)=(2m)

3. Trouver le plus proche voisin z de y dans E?
8

4. Calculer � = x� 2mz

Figure 5.15: Algorithme de décodage de RE8=2
n+1E?

8 (m = 2n).

Ainsi, pour n > 2, la troncature de RE8 est 2rV (RE8) + a si n = 2r, et 2r+1V (E?
8) + a si

n = 2r + 1.

5.6.2 Codage multi-débit

Le codage multi-débit repose essentiellement sur l'algorithme de codage dans �=2r�=2rR� détaillé

précédemment, avec � = RE8, R
?� = 2E?

8 . Pour r entier � 1,

Q2r = RE8 \ f2rV (RE8) + ag (5.16)

et

Q2r+1 = RE8 \
�
2r+1V (E?

8) + a
	
: (5.17)

Les étapes de codage sont :

1. Trouver le proche voisin y de x dans le réseau in�ni RE8.

2. Si y = (0; � � � ; 0), n = 0. Fin.

3. Trouver la troncature minimale de RE8 pour indexer y dans Qn à l'aide des partitions

RE8=2
rRE8=2

r+1E?
8 .

4. Indexer y dans Qn :
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(a) Si n = 2r :

Calculer l'indice k de Voronoï de y dans RE8=2
rRE8 à l'aide de l'algorithme de [4] (voir

aussi les chapitres 3 et 4). Si l'opération k ! z donne z = y, Fin. Sinon incrémenter n

de 1 et aller à l'étape (b).

(b) Si n = 2r + 1 :

L'indexation est e�ectuée séquentiellement en identi�ant d'abord le sous-indice l puis le

sous-indice k. Cette procédure, similaire à la modulation codée de [5], est présentée à

la �gure 5.16. Si l'opération (k; l) ! z donne z = y, Fin. Sinon incrémenter n de 1 à

l'étape (a)

Codage: mot de code y 2 RE8 ! indice (k; l)

1. t = yM(RE8)
�1

2. u = (t2 � t5 + t7; t3 � t5 + t6; t4; t8) et l = (u1 mod 2; � � � ; u4 mod 2)

3. z = y � lM(RE8=2E?
8 )

4. j = zM(2E?
8 )
�1

5. k = (j1 mod m; � � � ; jN mod m)

Figure 5.16: Algorithme de codage de RE8=2mE?
8 (m = 2r).

Pour dériver le décodage de RE8=2mE?
8 , on suppose que y est généré par décodage de (k; l).

Alors on peut écrire : y = kM(2E?
8 ) + lM(RE8=2E

?
8)� 2mz avec z 2 E?

8 et m = 2r (r entier � 1).
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L'objectif est alors de retrouver (k; l) à partir de y. Le résultat de l'étape 1 du décodage est

t =

266666666666666666664

k1 � k2 � k3 � k5 � k4 � k6 � k7

2k2 + k5 + k6 + l1

2k3 + k5 + k7 + l2

2k4 + l3

k5 + k6 + k7

k6

k7

2k8 + l4

377777777777777777775

t

�m(2z)M(RE8)
�1 (5.18)

Puisque 2E?
8 est un sous-réseau de RE8 et m = 2r, 2zM(RE8)

�1 est entier et m(2z)M(RE8)
�1 est

un multiple de 2. En calculant u = (t2 � t5 + t7; t3 � t5 + t6; t4; t8) et en appliquant un modulo 2

sur les composantes de u, on trouve : li = ui mod 2 pour 1 � i � 4. Le vecteur l étant identi�é, la

quantité lM(RE8=2E
?
8 ) peut être retirée de y a�n d'identi�er k.

5.6.3 Comparaison avec le système de quanti�cation multi-débit dans RE8 basé

sur l'extension de Voronoï

Performances : cas d'une source gaussienne

On prend ici une source gaussienne i.i.d de moyenne nulle et de variance unité. Celle-ci est codée

par blocs de 8 échantillons. Plus précisément, cette source est quanti�ée dans gRE8 où g est un

facteur d'échelle servant à contrôler le débit moyen R du codage multi-débit et la distorsion moyenne

normalisée D.

L'indexation multi-débit repose sur des dictionnaires Qn de RE8 de débit 4n bits par vecteur,

avec n 2 f0; 2; 3; 4; 5; � � � ; nmaxg. Les numéros de dictionnaires n sont représentés par codage unaire.

On compare les performances des systèmes décrits aux sections 4.5 et 5.6. La di�érence entre ces

systèmes tient à l'indexation multi-débit (ainsi qu'au multiplexage et démultiplexage).
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Les résultats de simulation sont présentés à la �gure 5.17. À un débit inférieur à 3 bit par

dimension, le système développé ici, basé sur le codage de Voronoï à troncature adaptative, a

des performances moindres que le système basé sur l'extension de Voronoï. Cet écart s'explique

facilement par l'asymétrie et le décentrage des codes de Voronoï. À un débit supérieur à 3 bits

par dimension, les systèmes ont des performances équivalentes, avec un avantage négligable pour le

système basé sur la troncature de Voronoï adaptative.

Pour améliorer les performances à bas débit, on dé�nit un système hybride. Celui-ci est spéci�é

par les dictionnaires :

� Q0 réduit à (0; � � � ; 0) ;

� Q2 construit à partir de 3 leaders absolus de RE8 � le même Q2 que le système basé sur

l'extension de Voronoï décrit à la section 4.5 ;

� pour n > 2, Qn du système décrit à la section 5.6.

Ce système hybride corrige les défauts du codage de Voronoï (asymétrie et décentrage), qui s'avèrent

pénalisants à faible débit.

Complexité

Le codage multi-débit comporte 3 phases : la recherche du plus proche voisin y dans RE8, puis

l'indexation multi-débit revenant à calculer le numéro de dictionnaire n et à indexer y dans Qn, et

en�n le codage de n. Le décodage multi-débit se réduit au décodage du numéro de dictionnaire n

et au décodage de l'indice i de y.

Dans le système décrit à la section 5.6, le décodage dans Qn (k ! y ou (k; l) ! y) est réalisé

sans stockage par recherche du plus proche voisin dans RE8 ou 2E?
8 . D'après [8], l'opération k! y

dans RE8 est approximativement aussi complexe que le décodage du rang. Par ailleurs, l'opération

(k; l)! y est légèrement plus complexe que k! y, car elle repose sur le décodage de 2E?
8 , étudié à
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Figure 5.17: Comparaison des systèmes de quanti�cation multi-débit dans RE8 avec codage unaire

de l'information supplémentaire.

l'annexe 5.B. Néanmoins, pour ce qui concerne le décodage, le système basé sur le codage de Voronoï

à troncature adaptative est moins complexe que son équivalent basé sur l'extension de Voronoï.

La complexité du décodage est en fait critique dans des applications de type di�usion sur ter-

minaux mobiles. Dans ce contexte, le système décrit à la section 5.6 semble plus intéressant que

celui de section 4.5.
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5.7 Conclusions

Ce chapitre a été consacré à une technique e�cace de quanti�cation vectorielle algébrique multi-

débit. La source est représentée dans un réseau régulier � in�ni et le point de � le plus proche de

la source est indexé de façon adaptative à l'aide du codage de Voronoï. Ce type de codage nécessite

de coder une information supplémentaire indiquant la troncature de Voronoï de �. Tel qu'évoqué

dans [5], cette idée de troncature adaptative vient naturellement en étudiant le codage de Voronoï :

Voronoi constellations are also naturally scalable. Since j�=2�S j = 2N j�=�S j, a Voronoi

constellation based on the partition �=2�S can represent N more bits per dimensions than

one based on �=�S. When � and 2�S are �binary lattices,� we may often obtain a �ner-

grained scaling from the partition �=R�S; since �=R�S = 2N=2j�=�S j, such partitions

allow increments in normalized bit rate of one bit per two dimensions.

Le codage multi-débit a été développé ici à partir d'une partition Z=mZ et plus généralement

�=m�, où � est un réseau régulier quelconque en dimension N . La complexité de codage et décodage

est indépendante du débit. Pour que les dictionnaires de quanti�cation soient de débit entier par

dimension, m doit être une puissance de 2. Pour obtenir des incréments de débit de 1
2
bit par

dimension, le codage doit être e�ectué dans la partition �=2r�=2rR�, où � est un réseau binaire en

dimension paire N � 2.

Comme la quanti�cation multi-débit par extension de Voronoï étudiée au chapitre 4, le codage par

troncature de Voronoï adaptative possède les avantages et inconvénients propres à la quanti�cation

multi-débit sans saturation. Il est néanmoins de plus faible complexité que son équivalent basé sur

l'extension de Voronoï, en particulier sa complexité est indépendante du débit des dictionnaires.

Par contre, il s'appuit sur une contrainte structurelle forte : la forme des dictionnaires est imposée

(codes de Voronoï) ; de plus, cette forme n'est e�cace que dans le cas où la source vectorielle est

gaussienne avec des composantes indépendantes et identiquement distribuées.
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Annexe 5.A : Réseaux RE8, E8 et E
?
8

Le réseau de Gosset en dimension 8 est habituellement noté E8 (même pour désigner di�érentes

versions de ce réseau). Pour éviter toute ambiguïté, on dé�nit ici clairement les di�érentes versions

de E8 utilisées dans ce chapitre.

Les vecteurs sont ici par convention des vecteurs lignes.

Réseaux E8 et E
?
8

Le réseau E8 est dé�ni comme le réseau régulier obtenu par construction A [9] à l'aide du code de

Hamming étendu [8; 4; 4] binaire spéci�é par la matrice génératrice26666664
1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0

37777775 (5.19)

On a ainsi [3]

E8 = 2Z8 + [8; 4; 4]: (5.20)

Le réseau E8 peut être spéci�é par la matrice génératrice [9, p. 233] :

M(E8) =

266666666666666666664

2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1

377777777777777777775

 

 
 
 

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
partie

[8; 4; 4]

(5.21)
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Une construction alternative employant le code [8; 4; 4] dont les symboles sont transposés en �1 est

donnée dans [2] ; celle-ci conduit à une structure algébrique di�érente de E8.

Au lieu de E8, on emploit ici le réseau E?
8 spéci�é par

M(E?
8) =

266666666666666666664

2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

1 1 1 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1 0 0

1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1

377777777777777777775

9>>>>>>=>>>>>>;
partie

2Z8

9>>>>>>=>>>>>>;
partie

[8; 4; 4]?

(5.22)

Ce réseau est généré par construction A avec le code [8; 4; 4] dont les bits 4 et 5 sont permutés ;

cette manipulation revient à permuter les 4-ième et 5-ième composantes de E8.

Ce réseau E?
8 ne doit pas être confondu avec le réseau E�

8 (E8 non-standard) de [5], dé�ni par la

matrice génératrice

M(E�
8) =

266666666666666666664

2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1

377777777777777777775

9>>>>>>=>>>>>>;
partie

2Z8

9>>>>>>=>>>>>>;
partie

[8; 4; 4]�

(5.23)
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Réseau RE8

En suivant la notation de [3], on dé�nit le réseau RE8 équivalent à E8 par la matrice génératrice

[9] :

M(RE8) =

266666666666666666664

4 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 0 0

2 0 0 0 2 0 0 0

2 0 0 0 0 2 0 0

2 0 0 0 0 0 2 0

1 1 1 1 1 1 1 1

377777777777777777775

: (5.24)

Le R de RE8 indique que RE8 est une version tournée de E8. Plus précisément, RE8 = R � E8,

c'est-à-dire que RE8 est obtenu en multipliant E8 par une transformation R, avec

R =

266666666666666666664

1 1 0 0 0 0 0 0

1 �1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 �1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 �1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 �1

377777777777777777775

: (5.25)

Puisque les vecteurs sont par convention des vecteurs lignes, la multiplication de E8 par R doit être

bien dé�nie avec précaution :

R�E8 =
�
(Rxt)t = xRtjx 2 E8

	
(5.26)

On peut véri�er que R2E8 = 2E8 et montrer que

RE8 = 4Z8 + 2[8; 7; 2] + [8; 1; 1]: (5.27)
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En dé�nissant

R? =

266666666666666666664

1 1 0 0 0 0 0 0

1 �1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 �1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 �1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 �1

377777777777777777775

(5.28)

on peut véri�er que R? �E?
8 = RE8. De plus, jRE8=2E

?
8 j = 24 et

RE8 = 2E?
8 +M(RE8=2E

?
8 ); (5.29)

avec

M(RE8=2E
?
8) =

26666664
2 2 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0

2 0 0 2 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1

37777775 : (5.30)

En�n R?RE8 = 2E?
8 ; avec

R?? = 2R?�1 =

266666666666666666664

1 1 0 0 0 0 0 0

1 �1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 �1 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 0 �1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 �1

377777777777777777775

(5.31)

on véri�e que R?? �E?
8 = RE8.
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Justi�cation du choix de E?
8 au lieu de E8

Le réseau E?
8 est employé au lieu de E8 car le codage de RE8=2

r+1E8 est plus complexe que celui

de RE8=2
r+1E?

8 .

L'équation 5.18 devient en e�et pour E8 :

t =

266666666666666666664

k1 � k2 � k3 � k4 � k5 � k6 � k7

2k2 + k4 + k6 + l1

2k3 + k4 + k7 + l2

k4 + l3

2k5 + k6 + k7

k6

k7

2k8 + l4

377777777777777777775

t

�m(2z)G�1
RE8

(5.32)

Il apparaît que la variable k4 ne peut pas être éliminée par modulo 2 pour identi�er l1, l2 et l3.

L'identi�cation de l = (l1; l2; l3; l4) est possible en testant les deux hypothèses : k4 pair ou impair.
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Annexe 5.B : Algorithmes de recherche dans RE8 et E
�
8

Recherche du vecteur pertinent dans RE8 et E
?
8

Il y a 240 vecteurs pertinents pour RE8 et E?
8 ; ces vecteurs correspondent aux vecteurs de norme

minimale, donc à la première sphère (orbite) de ces réseaux.

Pour RE8, ces vecteurs peuvent être énumérés [10] en 112 permutations signées du leader absolu

(2; 2; 0; � � � ; 0) et 128 permutations signées du leader (1; � � � ; 1) avec un nombre pair de signes négatifs.
La recherche du vecteur pertinent est équivalente à une quanti�cation sphérique et peut être réalisée

e�cacement d'après [10].

Pour E?
8 , ce réseau étant obtenu par construction A à partir du code de Hamming étendu, la

première sphère de E?
8 comprend [9, p. 121] : 224 permutations signées de (1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0) où

les positions non-nulles dé�nissent un des 14 mots de [8; 4; 4] de poids 4 et 16 permutations signées

de (2; 0; � � � ; 0). La recherche du vecteur pertinent peut être réalisée en cherchant la composante

maximale en valeur absolue et par décodage à décision souple de [8; 4; 4]?.

Décodage de RE8 et 2E
?
8 : recherche dans le réseau in�ni

Le décodage de RE8 se ramène un décodage par cosets [9] � plus précisément des deux cosets de

2D8.

Plusieurs méthodes sont comparées ici pour décoder 2E?
8 : une recherche dans E8 après permu-

tation de composantes, une recherche dans RE8 après rotation par R?, un décodage direct.

Recherche dans E8 après permutation de composantes

Le réseau E?
8 peut être dé�ni comme :

E?
8 = f(x1; x2; x3; x5; x4; x6; x7; x8)j(x1; x2; x3; x4; x5; x6; x7; x8) 2 E8g : (5.33)
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Le décodage de E?
8 peut donc être réalisé comme ci-dessous :

1. Permuter les composantes 4 et 5 de x ;

2. Appliquer le décodage rapide dans E8 de [3] pour trouver y ;

3. Permuter les composantes 4 et 5 de y.

Recherche dans RE8 après rotation par R?

Cette méthode exploite le décodage rapide de RE8 par cosets 2D8. Le décodage consiste alors à :

1. Appliquer la matrice de rotation R?? sur x � la matrice R?? étant dé�nie à l'équation 5.31 ;

2. Appliquer le décodage dans RE8 sur le résultat de la rotation ;

3. Appliquer la transformation R? sur le résultat du décodage dans RE8.

Recherche directe par décodage de cosets

Le réseau E?
8 est dé�ni par la formule :

E?
8 = 2Z8 + [8; 4; 4]?; (5.34)

où [8; 4; 4]? est une version du code de Hamming non-standard. Cette dé�nition de E�
8 peut être

écrite sous la forme :

E?
8 =

[
c2[8;4;4]?

2Z8 + c (5.35)

Ainsi E?
8 comprend 16 cosets de 2Z8.

Étant donné un point quelconque x dans R8 , le décodage de E�
8 consiste à trouver le plus voisin

y de x dans E�
8 , soit :

y = arg min
z2E�

8

jjx� zjj2: (5.36)



212

Ce plus proche voisin y est unique si x n'est pas sur la frontière d'une région de Voronoï de E�
8 .

L'approche directe de décodage E�
8 consiste à appliquer un décodage par cosets [2], c'est-à-dire à

trouver les 16 candidats correspondant chacun à un coset de 2Z8 dans E�
8 , puis à sélectionner y

parmi ces 16 candidats. Les calculs redondants peuvent être éliminés en calculant les distances

de façon récursive (par blocs de 2, 4 puis 8 composantes) ou en appliquant une transformation de

Hadamard modi�ée.
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Chapitre 6

CODAGE TCX ALGÉBRIQUE

MULTI-DÉBIT

Le codage TCX (Transform-Coded eXcitation) est une technique de codage audio par blocs, qui

combine le codage prédictif et le codage par transformée. À l'instar de [1], cette technique est

issue du codage CELP (Code-Excited Linear Prediction) ; elle se résume à remplacer la recherche

dans le dictionnaire innovateur du codage CELP par un codage direct par transformée d'un signal

intermédiaire, appelé cible [2].

Ce chapitre traite plus spéci�quement du problème du codage par transformée de la cible TCX.

Ce problème est essentiel en codage TCX, car le codage de la cible utilise la majorité du budget

de bits et contrôle en grande partie la qualité de la synthèse. On reprend l'approche de codage

algébrique introduite par Xie et Adoul dans [3], parce que sa performance a été démontrée dans le

cas du codage TCX de parole en bande élargie à 16 kbit/s et qu'elle possède de nombreux avantages.

Cette approche algébrique est étendue ici, au cas où la quanti�cation multi-débit est réalisée sans

saturation comme aux chapitres 4 et 5.

Un nouvel algorithme de codage de la cible TCX est présenté. La quanti�cation de la cible est en
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fait de type gain-forme. Cette technique ne tombe cependant pas dans le cadre de la théorie de [4].

Un gain, unique, est optimisé ici dans le domaine logarithmique, en suivant le principe d'allocation

des bits par remplissage inverse des eaux (reverse water�lling) [5]. Ce gain contrôle l'allocation des

bits et la distorsion, et permet de minimiser l'erreur quadratique sur la cible TCX. La "forme" est

codée par quanti�cation multi-débit sans saturation par produit cartésien. Le codage algébrique de

la cible TCX est ainsi rendu plus �exible ; en particulier, il peut s'adapter à des longueurs de trames

et des débits multiples.

L'organisation du chapitre est la suivante. Le modèle TCX est d'abord revu dans la section

6.1. On y rappelle la dé�nition de la cible TCX en distinguant les versions du modèle TCX avec et

sans prédiction de pitch, et on analyse les techniques existantes de codage de la cible. Le principe

du codage algébrique de [3] est étendu et optimisé à la section 6.2. On détaille ensuite dans la

section 6.3 un système complet de codage qui concrétise ce principe dans le contexte du codage

ACELP/TCX multi-mode [6]. La performance du codage TCX dans le contexte du codage AMR-

WB+ est �nalement analysée dans la section 6.4, avant de conclure à la section 6.5.

6.1 Revue du modèle TCX (avec et sans prédiction de pitch)

6.1.1 Historique et intérêt pratique du modèle TCX

L'originalité du codage TCX par rapport aux techniques de codage fréquentiel de [7, 8] tient au

fait qu'il applique un codage fréquentiel sur l'excitation du �ltre de synthèse LPC (ou résidu de

prédiction linéaire), et non sur le signal.

Le codage TCX a été développé initialement par Sanchez et Adoul sous le nom de codage FELP

(Frequency Excited Linear Prediction), pour le codage bas délai de parole en bande élargie à 24

et 32 kbit/s par trames de 3 ms [9]. Ce codage utilise une prédiction linéaire court-terme de type

backward, si bien que la prédiction long-terme (ou prédiction de pitch) n'est pas employée [10].

Le modèle FELP a été motivé par le fait qu'à débit élevé, la complexité de la recherche dans le
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dictionnaire innovateur du modèle CELP devient prohibitive (voir annexe 6.A). Cette recherche est

remplacée par un codage direct en boucle ouverte de la cible du CELP (dans le domaine du signal

pondéré) [2]. Par suite, l'intérêt du codage FELP est de pouvoir coder la parole à débit élevé, à

partir d'un modèle dérivé du CELP.

Le principe de codage FELP a été repris et adapté par Lefebvre, Salami, La�amme et Adoul dans

[11, 12] pour développer le modèle TCX (Transform Coded eXcitation). Ce nom est justi�é dans le

cas de [11], car le codage par transformée est appliqué cette fois-ci dans le domaine de l'excitation.

Par contre, dans [12], la cible TCX est dé�nie dans le domaine du signal pondéré, et le modèle de

codage sous-jacent appelé abusivement TCX (comme dans [11]) par extension.

Le codage TCX est appliqué au codage de parole en bande étroite à 8 kbit/s dans [11], et au

codage en bande élargie de parole à 16 kbit/s et de musique à 24 kbit/s dans [12]. Dans [11], le signal

est codé par trames de 6 ms avec prédiction linéaire backward et une prédiction de pitch par trame

à partir de la synthèse. Dans [12], la cible TCX est dé�nie dans le domaine du signal pondéré, mais

avec une prédiction linéaire forward et une prédiction de pitch (optionnelle) à partir de l'excitation

recontruite.

Le modèle TCX est en fait équivalent à des techniques de Moreau et Galand [13, 14, 15]. Il a

été repris dans [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22].

Par rapport aux techniques de codage audio de l'état de l'art (par exemple, MPEG AAC [23,

24, 25] ou AAC+ [26]), l'intérêt principal du codage TCX (sans prédiction de pitch) réside dans le

fait qu'il permet de basculer de façon adaptative entre CELP et TCX � c'est-à-dire entre codage

temporel et fréquentiel �, a�n de coder à la fois la parole et la musique [6].

6.1.2 Codage TCX avec prédiction de pitch

Le principe du modèle TCX avec prédiction de pitch est rappelé à la �gure 6.1, comparativement

au modèle CELP. Le signal est traité par trames (ou blocs). Pour appliquer la prédiction de pitch,

chaque trame est découpée en sous-trames. Les bases du modèle CELP sont rappelées à l'annexe
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6.A.

Le problème esssentiel du codage CELP consiste à coder le signal intermédiaire x(n), appelé

cible, dé�ni par

x(n) = sw(n)� sw0(n)� sp(n); (6.1)

où sw(n) est le signal original �ltré parW (z), sw0(n) est la réponse à une entrée nulle (appelée ringing

en anglais) du �ltre 1=Â(z=
) et sp(n) est la contribution de pitch (i.e. un mot du dictionnaire

adaptatif convolué par la réponse impulsionnelle h
(n) de 1=Â(z=
) et mis à l'échelle par le gain de

pitch gp). Le �ltre de pondération perceptuelle W (z) est �xé à Â(z)=Â(z=
). Les mémoires FS etdFS représentent l'état du �ltre 1=Â(z=
) [27], quand la sortie du �ltre est respectivement sw(n) et

ŝw(n), où ŝw(n) est la cible reconstruite.

À la di�érence du CELP qui minimise l'erreur quadratique de modélisation de la cible x(n) au

moyen d'un dictionnaire d'excitations �ltrées, le modèle TCX représente x(n) par codage direct

par transformée, avec un fenêtrage rectangulaire. Alors que le modèle CELP utilise un dictionnaire

d'excitations (�ltrées), le modèle TCX utilise un dictionnaire de cibles dans le domaine transformé

[27]. Le problème de la complexité de la recherche dans le dictionnaire innovateur en boucle fermée

du CELP est ainsi contourné par un codage direct de forme d'onde (en boucle ouverte).

Comme le critère de recherche du CELP utilise l'erreur quadratique dans le domaine du signal

pondéré (par le �ltreW (z)), le codage de la cible TCX est aussi e�ectué suivant l'erreur quadratique

dans le domaine du signal pondéré transformé. Le critère de distorsion est donc analytique et bien

dé�ni. Les outils de quanti�cation développés en théorie de la distorsion pour l'erreur quadratique

[28, 29, 30] s'appliquent idéalement au modèle TCX.

Les paramètres du modèle TCX se réduisent aux coe�cients de prédiction linéaire, au délai et au

gain du pitch, et aux paramètres de quanti�cation de la cible. La transformation T est généralement

orthogonale ; le critère de distorsion étant l'erreur quadratique, l'erreur de quanti�cation x(n)� x̂(n)
a un spectre plat en moyenne. Le bruit de codage s(n)� ŝ(n) est mis en forme par W (z)�1.

A débit élevé, le codage direct dans un domaine transformé (en général fréquentiel) est moins
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Figure 6.1: Comparaison entre CELP et TCX pour un �ltre perceptuel W (z) = Â(z)=Â(z=
) :

traitement e�ectué dans chaque sous-trame.

complexe que l'approche temporelle du CELP. Mais il est également moins e�cace à débit compa-

rable que le CELP pour représenter des signaux de parole, car un minimum de bits doivent être

alloués aux phases (en supposant que T est une transformée de Fourier discrète) a�n de localiser

l'énergie dans le temps.

6.1.3 Codage TCX sans prédiction de pitch

A�n de représenter les signaux de musique, la prédiction de pitch a été supprimée du modèle TCX à

prédiction linéaire forward de [12]. Les paramètres du modèle TCX se réduisent alors aux coe�cients

de prédiction linéaire et aux paramètres de quanti�cation de la cible. Le codage de la cible TCX par

transformée peut être appliqué sur de longues trames (de l'ordre de 20 à 80 ms), a�n de maximiser

le gain du codage par transformée � ce gain est dé�ni dans [7, 8].

Le codage TCX sans prédiction de pitch, illustré à la �gure 6.2, peut être vu comme un codage
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par transformée avec fenêtrage rectangulaire dans le domaine pondéré, c'est-à-dire le domaine du

signal original �ltré par W (z). Il s'agit donc d'une sorte de codage RELP (Residual-Excited Linear

Prediction) [31] ; cependant, le �ltre prédicteur A(z) est remplacé par le �ltre perceptuel W (z) et

les mémoires de �ltre sont prises en compte à travers la mémoire du �ltre W (z)=A(z) (ou ringing).

La �gure 6.2 comprend les �ltres de pré-accentuation 1� �z�1 et de désaccentuation 1
1��z�1 .

W(z) T Q
s(n) x(n)

T-1
x(n)^ r(n)^ s(n)^X(k) X(k)^

1
1-µ z-11-µ z-1 A(z)

W(z)
1

A(z)
+
-

sw(n)
+

W(z)
A(z)

000...

sw0(n)

000...

Figure 6.2: Codage TCX sans prédiction de pitch.

6.1.4 Techniques existantes de codage de la cible TCX

On se restreint ici au cas où la transformation orthogonale T est la transformation de Fourier discrète,

comme dans [9, 11, 12, 22, 3]. Ce codage fréquentiel permet (en principe) d'exploiter les propriétés

fréquentielles de la perception auditive. La théorie du codage de source par transformée de Fourier

a été formulée dans [32].

Quanti�cation polaire (amplitude-phase)

Di�érentes stratégies de codage ont été développées à partir d'une représentation complexe polaire

de la cible TCX :

� Dans [9], les amplitudes sont codées par quanti�cation scalaire, alors que les phases sont codées

par quanti�cation scalaire ou par quanti�cation par réseaux de points avec troncature cubique



221

adaptative. La théorie de [32] est appliquée pour répartir le budget de bits entre amplitudes

et phases.

� Dans [11], le spectre est d'abord décimé en hautes fréquences (on ne code que 16 raies com-

plexes au lieu de 24) ; le spectre décimé est ensuite normalisé, les amplitudes sont codées

par quanti�cation vectorielle non structurée (en un seul bloc) et les phases par quanti�cation

dans le réseau �16 avec troncature cubique adaptative de [9]. La répartition des bits entre

amplitudes et phases est optimisée expérimentalement.

� Dans [12, 2], les amplitudes sont codées par sous-vecteurs par quanti�cation vectorielle pré-

dictive de type AR(1). L'allocation des bits aux phases est calculée par algorithme glouton

à partir des amplitudes quanti�ées (pour chaque bit ajouté, l'amplitude est divisée par 2).

Les phases sont codées par quanti�cation scalaire avec décimation [12] ou par quanti�cation

vectorielle de la cible complexe normalisée [2]. Typiquement 1=3 des bits sont alloués aux

amplitudes et 2=3 aux phases [2].

La stratégie de codage de [12, 2] est illustrée à la �gure 6.3. Elle ne minimise pas de façon

optimale l'erreur quadratique dans le domaine de la cible transformée X.
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| . |
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X
a
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Figure 6.3: Quanti�cation polaire de la cible TCX avec codage prédictif des amplitudes.
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Quanti�cation cartésienne (partie réelle-partie imaginaire)

La représentation cartésienne est une représentation alternative. Elle a été adoptée dans [9, 11, 22,

3, 6]. Outre la quanti�cation polaire de [9, 11] :

� Dans [9], les parties réelles et imaginaires du spectre normalisé sont codées par quanti�cation

scalaire ou quanti�cation par treillis (TCQ pour Trellis-Coded Quantization).

� Dans [11], le spectre est décimé (comme vu précédemment), divisé par sa norme, puis codé

par quanti�cation par produit cartésien avec allocation �xe des bits (optimisée expérimentale-

ment).

� Dans [22], le spectre, divisé par un gain choisi parmi plusieurs gains pré-dé�nis, est codé par

quanti�cation scalaire avec une allocation des bits (suivant un algorithme de [8]) avec injection

de bruit.

� Dans [3], la cible normalisée est codée par quanti�cation vectorielle algébrique. Cette approche

a été généralisée dans [6] où plusieurs gains sont testés, avec injection de bruit.

On ne retient ici que le codage algébrique introduit dans [33, chap. 3] et [3] pour le codage de

parole en bande élargie à 16 kbit/s. Ce codage est schématisé à la �gure 6.4. La cible TCX x(n)

est décomposée par transformée de Fourier discrète. Le spectre X(k), comprenant L coe�cients

transformés, est divisé par sa norme et découpé en K = L=8 sous-vecteurs de dimension N =8.

Ces sous-vecteurs sont quanti�és individuellement par un même codeur algébrique multi-débit, qui

produit un numéro n identi�ant un dictionnaire Qn en dimension 8, ainsi qu'un indice i identi�ant

un mot de code dans Qn. Cette quanti�cation est de type gain-forme, et la forme est codée par

quanti�cation vectorielle par produit cartésien (en anglais split vector quantization). L'allocation

des bits est transmise explicitement par l'intermédiaire des numéros de dictionnaire ; celle-ci donne

également une représentation approximative de l'énergie dans chaque sous-vecteur.

Dans [3], le gain global du modèle TCX est �xé à la norme du spectre � en suivant le principe de

la quanti�cation de type gain-forme. Le nombre de bits à allouer au codeur algébrique multi-débit
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Figure 6.4: Codage algébrique de la cible TCX par quanti�cation vectorielle algébrique imbriquée.

peut donc être majoré en fonction du rapport valeur crête de l'énergie des sous-vecteurs sur énergie

totale (peak-to-mean en termes de sous-vecteurs). La limitation maximale de l'allocation à 20 bits

dans [3] trouve donc une justi�cation, mises à part les considérations de complexité (stockage et

saturation). Néanmoins, ce codage rigide n'est pas conçu pour le codage multi-débit (typiquement

16, 24 ou 32 kbit/s en bande élargie) avec di�érentes longueurs de trames.

6.2 Codage de la cible TCX basé sur la quanti�cation vectorielle

algébrique multi-débit sans saturation

On reprend ici l'approche de codage algébrique de [3], suivant laquelle la cible transformée X est

divisée en sous-vecteurs de dimension identique, comme vu au paragraphe précédent. A des �ns de

généralité, on suppose que X = (X1; � � � ; XL) est de dimension L = NK, où K est le nombre de

sous-vecteurs de dimension N . On a donc X = [X1 � � �XK ], où Xk = (XNk�N+1; � � � ;XNk) est le

k-ième sous-vecteur. Les composantes scalaires sont ici notées en italiques, tandis que les vecteurs

sont notés en gras. Le codage s'appuie sur un réseau de points � de dimension N .

A la di�érence de [3], les sous-vecteurs deX sont codés ici par quanti�cation vectorielle algébrique

multi-débit sans saturation. Celle-ci peut être mise en ÷uvre au moyen de l'extension de Voronoï ou

par codage de Voronoï par troncature adaptative, présentés aux chapitres 4 et 5. La quanti�cation

multi-débit sans saturation o�re des avantages indéniables pour le codage TCX. Elle est adaptée
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au critère de distorsion du codage TCX, car la recherche du plus proche voisin dans un réseau

de points est généralement e�ectuée en minimisant l'erreur quadratique [34]. Elle permet d'allouer

virtuellement un nombre arbitraire de bits à chaque sous-vecteur. Cette propriété est essentielle pour

coder correctement les sous-vecteurs les plus énergétiques ; autrement, si une erreur est commise

sur leur amplitude ou leur phase, on obtient généralement des e�et de blocs audibles en bordure de

trames [20]. Elle est adaptée au codage par transformée car elle permet de mettre en ÷uvre des

dictionnaires de débits di�érents et de grande taille. Elle ne requiert virtuellement aucun stockage

de dictionnaire et sa complexité algorithmique totale est en général relativement faible par rapport

à une quanti�cation vectorielle non-structurée. Elle est en�n plus apte à représenter la variabilité

spectrale des signaux audio que des techniques stochastiques (comme celles de [12, 21]) qui sont

optimisées pour une source et deviennent défaillantes dès que la source s'écarte du modèle utilisé

pendant l'apprentissage (problème d'outliers).

6.2.1 Quanti�cation multi-débit sans saturation

Dé�nition générale

La quanti�cation multi-débit sans saturation est schématisée à la �gure 6.5 pour un réseau de points

� quelconque en dimension N . Cette vue générale englobe à la fois la quanti�cation par extension

de Voronoï du chapitre 4 et le codage de Voronoï par troncature adaptative du chapitre 5.

Celle-ci utilise une famille Qn de dictionnaires de débits distincts, qui sont des sous-ensembles

�nis du réseau de points � (i.e. Qn � �). L'indice n est un numéro de dictionnaire entier � 0 ; en

pratique, n est limité par la mise en ÷uvre à une certaine valeur maximale, qui peut être ajustée de

sorte que les dictionnaires Qn décrivent toute la dynamique de la source.

En supposant que le nombre de bits disponibles est su�sant, le codeur représente le vecteur

d'entrée x 2 RN sans saturation, dans le sens où x est approximé par son plus proche voisin y dans

le réseau � in�ni, et indexé de façon adéquate comme un mot de code dans un dictionnaire Qn (de

débit minimal). Le numéro de dictionnaire n (entier) est une information supplémentaire qui doit
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être codée pour que le décodeur puisse interpréter correctement l'indice i binaire. L'allocation des

bits est donnée indirectement par n.

Le numéro de dictionnaire n est entier ; il est représenté sous forme binaire par un code, noté

nE, par un codage adéquat (codage unaire, de Golomb, etc. [35]).
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n

i

codage multidébit

codage
nE

(a) Codeur

décodage
multidébit

n

i
y décodage

nE

(a) Décodeur

Figure 6.5: Quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit sans saturation.

On dé�nit Q0 comme le sous-ensemble de � réduit au seul mot nul, i.e. Q0 = f(0; � � � ; 0)g. Cette
convention permet de gérer facilement les problèmes de dépassement de budget de bits. En e�et,

dès que le nombre de bits disponibles est insu�sant pour coder x dans �, on peut simplement �xer

le numéro de dictionnaire n = 0 et ne transmettre aucun indice i. Le codage de n = 0 est alors

optionnel si par convention le décodeur force n = 0 quand le budget de bits devient insu�sant.

Ainsi, la saturation n'a réellement lieu que dans le cas où le nombre de bits disponibles est

insu�sant pour coder x, c'est-à-dire pour décrire nE et i.

Contrôle de l'allocation des bits et de la distorsion

La quanti�cation multi-débit illustrée à la �gure 6.5 ne permet pas d'imposer l'allocation des bits ni

de contrôler la distorsion de codage. Par dé�nition, la distorsion est donnée par E[kx � yk2], où y
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est le plus proche voisin de x dans �. De plus, le nombre de bits utilisés pour le codage de x dépend

de x, des dictionnaires Qn, de la technique de codage utilisée pour représenter n et du budget de

bits.

Pour adapter cette quanti�cation au codage par transformée et contrôler le débit et la distorsion,

on peut simplement utiliser un facteur d'échelle g au vecteur d'entrée x, comme à la �gure 6.6. La

quanti�cation multidébit devient de type gain-forme. Le gain g est quanti�é à part.
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Figure 6.6: Quanti�cation vectorielle algébrique multi-débit sans saturation.

6.2.2 Nouvelle technique de codage de la cible TCX

Principe de codage pour l'erreur quadratique

Le codage de la cible TCX proposé ici est schématisé à la �gure 6.7 sous sa forme générale. Un facteur

d'échelle est utilisé par sous-vecteur pour contrôler le débit et la distorsion de codage. Dans ces

conditions, le problème du codage TCX est essentiellement ramené au contrôle des gains g1; � � � ; gK .
Il ne s'agit pas d'un problème de saturation car celle-ci se réduit ici à un codage dans Q0.

On rappelle ici que le critère de distorsion du codage de la cible TCX est l'erreur quadratique.

Ce critère permet d'appliquer un résultat fondamental de la théorie débit-distorsion : le principe

d'allocation des bits par remplissage inverse des eaux (reverse water�lling), applicable et optimal
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Figure 6.7: Codage de la cible TCX avec quanti�cation multidébit par sous-vecteur.

sous certaines hypothèses � voir annexe 6.B. Ce principe a pour conséquence de simpli�er le schéma

de la �gure 6.7 et l'optimisation des gains g1; � � � ; gK . En e�et, selon ce principe, la meilleure façon

d'adapter g1; � � � ; gK revient à dé�nir un facteur d'échelle unique g tel que g1 = g2 = � � � = gK = g.

On réduit une optimisation multi-variable à une simple optimisation scalaire.

Algorithme général

La cible TCX peut ainsi être codée suivant le schéma présenté à la �gure 6.8. On suppose qu'on

dispose d'un budget total de Btot bits pour décrire les paramètres de quanti�cation vectorielle al-

gébrique � le codage du gain global n'est pas inclus dans ce budget. Le cible X, de dimension

L = NK, est codée dans g�K , où g est un facteur d'échelle (identique pour chaque sous-vecteur)
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appelé ici gain TCX. Le problème du codage de la cible TCX est donc ramené essentiellement à

l'optimisation du gain global g.
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Figure 6.8: Codage optimal de la cible TCX (dans le domaine transformé).

Pour un gain g donné, les étapes de codage permettant de calculer X̂ sont :

1. Normaliser la cible TCX par un gain global g pour obtenir X0 = X=g

2. Trouver le plus proche voisin de la cible normalisée X0 dans �K suivant l'erreur quadratique

� le résultat est ~X0 =
h
~X0
1 � � � ~X0

K

i
, où ~X0

k est le k-ième sous-vecteur de ~X0 de dimension N .

3. Pour k = 1; � � � ;K, déterminer le numéro de dictionnaire nk tel que ~X0
k 2 Qnk et ~X0

k 62 Qnk�1

si nk > 0 � le résultat est n = (n1; � � � ; nK).

4. Calculer la cible normalisée reconstruite X̂0 pour une contrainte du budget de bits Btot par mise
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à zéro sélective de sous-vecteurs de ~X0. Cette mise à zéro est décrite plus loin au paragraphe

6.3.3.

5. Calculer la cible reconstruite X̂ = gX̂0.

Le gain global g contrôle implicitement l'allocation des bits aux sous-vecteurs, ainsi que la distorsion

kX� gX̂0k2 ; il doit être optimisé pour chaque cible transformée X et son optimisation est décrite

plus loin au paragraphe 6.3.3.

Pour optimiser la performance du codage TCX, le gain, g, n'est pas quanti�é directement en

boucle ouverte ; il est �re-quanti�é�. Cette quanti�cation est présentée au paragraphe 6.3.3.

6.3 Quanti�cation de la cible TCX à partir du réseau RE8 pour le

codage AMR-WB+

On décrit ici un système de codage algébrique de la cible TCX basé sur le réseau RE8 qui étend

le système de [3]. On se place ici dans le cas où le réseau est � = RE8 et la dimension des sous-

vecteurs N = 8. Cet exemple concret permet de dé�nir plus précisément le principe de codage

énoncé précédemment. En particulier on détaille ici un algorithme d'optimisation du gain TCX, qui

peut être généralisé à d'autres situations de codage.

Le modèle TCX sous-jacent est présenté succintement à l'annexe 6.C. La longueur des trames

peut être �xée à 20, 40 ou 80 ms. Le signal est échantillonné à 16 kHz mais il n'est codé par modèle

ACELP/TCX multi-mode que dans une bande couvrant les fréquences 0�6400 Hz � ce même principe

de codage de forme d'onde restreint à la bande basse est utilisé dans [36, 26], la limite à 6400 Hz est

tirée de [36]. On s'intéresse ici uniquement au bloc de quanti�cation de la cible TCX. L'algorithme

de codage correspondant est identique quelque soit le mode TCX choisi. Seuls di�èrent quelques

paramètres de l'algorithme : le nombre de sous-vecteurs et le budget de bits.
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6.3.1 Système de codage de la cible TCX

Les codeur et décodeur sont montrés à la �gure 6.9. La quanti�cation est de type gain-forme ; le

débit de codage et la distorsion sont contrôlés en faisant varier le gain g, appelé gain TCX. A�n

de masquer des artefacts de codage, un bruit de confort est injecté au décodeur. Ce bruit n'est

introduit qu'à partir d'une certaine fréquence, car l'oreille humaine est très sensible aux défauts en

basses fréquences. L'injection de bruit est décrite au paragraphe 6.3.3.

On suppose qu'on dispose d'un budget de Btot bits pour le codage algébrique de la cible TCX.

Ce budget n'inclut pas la quanti�cation du gain TCX et du niveau de bruit �inj. Le gain TCX est

codé sur 7 bits avec un pas logarithmique proche de 0.7 dB � on couvre ainsi une dynamique de 90

dB ; celle-ci est su�sante si le format PCM d'entrée a une résolution de 16 bits. Pour économiser

des bits, le niveau de bruit est codé relativement au gain TCX sur 3 bits.

Codeur

Au codeur, le facteur d'échelle 1=g est appliqué à la cible transforméeX. Le vecteurX = (X1; � � � ; XL)

est de dimension L = 8K, où K désigne le nombre de sous-vecteurs de dimension 8. Le vecteur

X0 = 1=gX est codé par sous-vecteurs de dimension 8 qui sont quanti�és par RE8.

On utilise ici une quanti�cation multi-débit sans saturation, qui peut prendre la forme d'un

des systèmes de codage dans RE8 décrits dans les sections 4.5 et 5.6. Le vecteur X0 peut être

décomposé sous la forme : X0 = [X0
1 � � �X0

K ], où X0
k est le k�ième sous-vecteur dé�ni par X0

k =

(X 0
8k�7; � � � ;X 0

8k). Chaque sous-vecteur Xk est codé individuellement. Ce codage produit un numéro

de dictionnaire nk entier � 0 et un indice binaire ik. Avec les systèmes décrits dans les sections 4.5 et

5.6, ik est codé sur 4nk bits (par sous-vecteur). Le codage des sous-vecteurs produit donc �nalement

deux vecteurs : un ensemble de numéros de dictionnaire n = (n1; � � � ; nK) et un ensemble d'indices

i = (i1; � � � ; iK). On obtient également une version arrondie de ~X0 dé�nie comme le plus proche

voisin de X0 dans REK
8 .
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Figure 6.9: Codage et décodage de la cible TCX dans l'AMR-WB+.
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Puisque la quanti�cation utilisée ne permet par d'imposer une allocation des bits, on est obligé

de véri�er a posteriori si le nombre de bits utilisés B pour représenter n et i respecte le budget de

bits Btot alloué. Pour calculer B, les numéros de dictionnaire nk doivent être mis sous forme binaire.

On utilise ici un codage unaire comme spéci�é dans les sections 4.5 et 5.6. À l'issue du contrôle du

budget de bits, les vecteurs ~X0
k, n et i sont modi�és respectivement en X̂0

k, n
0 et i. Le niveau de

bruit à injecter est déterminé.

Le gain TCX, g, est optimisé de sorte que le nombre de bits utilisés B corresponde au mieux au

budget de bits Btot. L'optimisation obéit au principe du remplissage inverse des eaux et requiert

de calculer les sous-vecteurs Xk par énérgie. La quanti�cation de g est omise à la �gure 6.9 ; on

suppose que g est re-quanti�é.

Décodeur

Au décodeur, en l'absence de pertes de trames et d'erreurs binaires, les numéros de dictionnaire

(codés) n0 et les indices i0 sont interprétés pour reproduire le vecteur X̂0. Un bruit de confort

complexe (dé�ni dans C ) est généré dans chaque sous-vecteur reconstruit dans Q0, i.e. si n
0
k = 0.

Le vecteur X̂0, auquel du bruit de confort a été ajouté, est �nalement multiplié par le gain TCX

quanti�é ĝ pour obtenir la cible reconstruite X̂.

6.3.2 Exemple

Pour rendre les �gures plus lisibles, on considère ici un exemple de codage TCX avec une longueur de

trame courte, �xée à 20 ms. Tel qu'expliqué à l'annexe 6.C, le vecteur X contient L=288 coe�cients

et K=36 sous-vecteurs de dimension 8. Le débit du codage est �xé à 16 kbit/s. Pour ce débit, on �xe

le budget de bits Btot à 262 bits. On rappelle qu'en plus des Btot bits, le codage par transformée de la

cible TCX consomme 7 et 3 bits pour coder respectivement le gain TCX g et le niveau de bruit �inj,

ainsi que les bits utilisés pour le codage des coe�cients LPC. En moyenne, la cible TCX transformée

est donc codée à un peu moins de 1 bit par dimension (pour un signal original échantillonné à 16
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kHz).

Un exemple de cible TCX transformée est montré à la �gure 6.10. Le vecteur X = (X1; � � � ;XL)

à la �gure 6.10 (a) correspond au spectre complexe de la cible. Comme expliqué à l'annexe 6.C,

X1 est associé à la composante continue (DC), X2 à la fréquence normalisée �=2, pour le reste

X2i;X2i+1 sont respectivement les parties réelles et imaginaires d'une raie de Fourier. Les lignes

horizontales représentent le gain global g (et son opposé �g) appliqué à X. Le spectre d'amplitude

associé se trouve à la �gure 6.10 (b). La ligne horizontale représente g en dB. Le calcul de g est

expliqué qualitativement ci-après.
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Figure 6.10: Cible TCX originale.

L'énergie par sous-vecteur �X2 = (�2X1
; � � � ; �2XK

), dé�nie par :

�2Xk
= XkX

t
k = X(8k � 7)2 + � � � +X(8k)2: (6.2)

est représentée à la �gure 6.11 (a). À partir de cette énergie, on peut estimer le nombre de bits

nécessaires pour coder chacun sous-vecteurs Xk, en supposant que g = 1. Cette estimation est

montrée à la �gure 6.11 (b). La ligne horizontale indique un seuil qui permet d'ajuster g a�n de

respecter le budget de bits Btot. A priori un sous-vecteur est codé (des bits lui sont alloués), si le

nombre de bits estimé correspondant est au dessus du seuil.



234

5 10 15 20 25 30 35
0

10

20

30

40

50

60

70

k

én
er

gi
e 

pa
r 

so
us

−
ve

ct
eu

r 
σ X

k

2
 (

en
 d

B
)

5 10 15 20 25 30 35
0

20

40

60

80

100

120

k

dé
bi

t e
st

im
é 

pa
r 

so
us

−
ve

ct
eu

r 
(b

its
)

(a) Énergie par sous-vecteur �2Xk
(b) Allocation estimée des bits dans le cas où g = 1

Figure 6.11: Calcul de l'énergie par sous-vecteur et estimation du nombre de bits utilisés.

Le seuil dé�ni à la �gure 6.11 peut être associé à une valeur de gain g. Une fois g déterminé,

on code le vecteur X0 = 1=gX dans REK
8 . Le vecteur résultant ~Xk est montré à la �gure 6.12 (a).

L'indexation multi-débit des sous-vecteurs ~Xk produit des numéros de dictionnaire nk qui sont

représentés à la �gure 6.12 (b). On rappelle qu'avec les systèmes décrits dans les sections 4.5

et 5.6, les dictionnaires Qn ont un débit de 4n bits par dimension ; de plus chaque numéro de

dictionnaire n est dé�ni dans f0; 2; 3; 4; 5; � � � ; nmaxg. Le dictionnaire Q1 n'est pas employé pour

améliorer l'e�cacité de codage : il est en e�et peu e�cace de coder un sous-vecteurs de dimension

8 avec 4 bits, par rapport à une injection de bruit. Puisque le débit de codage de la cible TCX est

inférieur à 1 bit par dimension, une grande partie des sous-vecteurs sont codés dans Q0, conduisant

à nk = 0.

Dans l'exemple choisi, le budget de bits est respecté, si bien que X̂0 = ~X0, n0 = n, et i0 = i. Au

décodeur, du bruit de confort est ajouté au vecteur X̂, puis le gain TCX quanti�é ĝ appliqué. Le

vecteur X̂ � représentant la cible complexe reconstruite � est montré à la �gure 6.13 (a). Les lignes

horizontales en trait plein représentent �ĝ (le gain TCX quanti�é) ; celles en pointillé correspondent

à ��inj (le niveau de bruit de confort). Le spectre d'amplitude associé est montré à la �gure 6.13 (b).
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8 .

Le bruit de confort a un spectre plat (dans le domaine de la cible).
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Figure 6.13: Cible TCX reconstruite.
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6.3.3 Détails des blocs

On détaille ici chacun des blocs de codage et décodage dé�nis à la �gure 6.9.

Codage multi-débit dans REK
8

Les sous-vecteurs X0
k sont codés séparément dans RE8. La quanti�cation multi-débit dans RE8 de

chaque sous-vecteur X0
k produit un numéro de dictionnaire nk et un indice ik.

Codage unaire de l'information supplémentaire

Pour réduire le débit moyen, nk et ik doivent être représentés par codage entropique. Néanmoins, le

codage entropique de ik est di�cile à réaliser lorsque ik a une taille 4nk � 8 bits. Mis à part Q0, les

dictionnaires Qn se prêtent donc mal à un tel codage. On ne code donc ici que nk. Néanmoins, il est

en général di�cile d'obtenir des statistiques sur nk car les grandes valeurs de nk sont peu ou pas du

tout utilisées en pratique. Pour simpli�er la mise en ÷uvre, on applique un codage unaire [37, 35].

La fonction de codage associée est donnée au tableau 6.1. Ce code est un code de Hu�man optimal

pour une distribution de probabilité p(n) = 2�(i+1) avec i = 0 si n = 0 et i = n � 1 si n > 2. Il a

l'avantage d'être très simple à mettre en ÷uvre et de faciliter le calcul du nombre de bits utilisés :

1 bit est écrit si n = 0, 5n bits si n � 2.

TABLEAU 6.1: Codage unaire et nombre de bits.

Qn numéro de dictionnaire code unaire nombre de bits nombre de bits

n pour i par sous-vecteur

Q0 0 0 0 1

Q2 2 10 8 10

Q3 3 110 12 15

Q4 4 1110 16 20

Q5 5 11110 20 25
...

...
...

...
...
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Calcul de l'énergie par sous-vecteur

L'énergie des sous-vecteurs �2X joue un rôle crucial dans le codage algébrique développé ici. Elle

contrôle l'allocation estimée des bits (initiale) et sert à initialiser le gain TCX. Son calcul est dé�ni

à l'équation 6.2.

Optimisation du gain TCX

Le gain TCX g contrôle implicitement l'allocation des bits aux sous-vecteurs. Il est ici utilisé pour

réaliser une optimisation débit-distorsion suivant le principe du remplissage inverse des eaux.

Le gain g peut être initialisé à partir de l'énergie �2Xk
de chaque sous-vecteur Xk, sans quanti�-

cation ni calcul du nombre total de bits réellement utilisés pour coder les sous-vecteurs X0
k.

Estimation du nombre de bits par sous-vecteur pour un gain g = 1 :

Pour un gain g = 1 et avec la quanti�cation multi-débit utilisée ici, on peut estimer le nombre

de bits utilisés pour coder X0
k à :

bk = 5 log2
�
(�+ �2Xk

)=2
�| {z }

estimation de nk

: (6.3)

La constante � > 0 sert à éviter le calcul du logarithme de 0 ; elle est en général négligeable par

rapport à �2Xk
.

Le calcul de bk est justi�é par les propriétés du réseau RE8, des dictionnaires Qn utilisés et du

codage unaire :

� Pour un numéro de dictionnaire nk � 2, le nombre de bit utilisés est 5nk. Cette propriété

explique le facteur 5 devant log2

h
(�+ �2Xk

)=2
i
.

� La quantité log2

h
(�+ �2Xk

)=2
i
est une estimation du numéro de dictionnaire nk. Le logarithme

log2 est justi�é par le fait que l'énergie moyenne de Qn+1 est double de celle de Qn.
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� Le facteur 1=2 appliqué �+ �2Xk
sert à calibrer l'estimation de nk pour Q2. Dans Q2, l'énergie

moyenne est 8, donc log2

h
(�+ �2Xk

)=2
i
= log2 [(2 + 8)=2] � 2.

Cette estimation est à la fois valable pour la quanti�cation multi-débit par extension de Voronoï ou

par troncature de Voronoï adaptative.

Estimation du nombre de bits par sous-vecteur pour un gain g > 1 quelconque :

Quand un gain g quelconque est appliqué au sous-vecteur Xk, l'énergie de X0
k = 1=gXk est

obtenue en divisant �2Xk
par g2. Le nombre de bits utilisés pour 1=gXk peut donc être estimé à

partir de bk en soustrayant 5 log2 g
2 = 10 log2 g de bk :

b0k = bk � 10 log2 g (6.4)

Cette estimation est modi�ée en pratique pour éliminer les allocations de bits estimées négatives :

b0k = max (bk � 10 log2 g; 0) (6.5)

Estimation du nombre de bits total pour coder X0 et du gain g optimal : L'estimation

du nombre total de bits utilisés pour coder ~X0 vaut donc pour un gain g �xé :

B = b01 + � � � + b0K : (6.6)

C'est une fonction non-linéaire de g. Elle est décroissante en fonction de g.

Si un budget de bits Btot est alloué à la quanti�cation multi-débit de X, la valeur optimale de

g peut alors être estimée en cherchant g tel que B = Btot. Ce problème peut être facilement résolu

par un algorithme itératif décrit ci-dessous :

1. Calculer le nombre de bits estimés bk pour chaque sous-vecteur, suivant l'équation 6.3.

Ce calcul est nécessaire car, d'après le principe du remplissage inverse des eaux, le gain g doit

être calculé à partir de log2 �
2
Xk

qui est reliée à bk et les sous-vecteurs doivent être triés suivant

�2Xk
(ou de façon équivalente suivant bk).
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2. Trier les sous-vecteurs par énergie. On trouve ainsi (l1; � � � ; lK) tel que �2Xl1
� � � � � �2XlK

.

3. Estimer le gain g optimal. Cette estimation revient à trouver un � et un indice de sous-vecteur

k tels que
kX
i=1

[blk � �] � Btot: (6.7)

L'optimisation de g est donc e�ectuée dans le domaine de bk (logarithmique) via le paramètre

� = 10 log2 g.

Cette étape s'explique facilement à partir de l'équation 6.7 :

� initialiser k = 1 et t = bl1

� tant que k < K et (t� kblk+1) < Btot

� k := k + 1

� t := t+ bk

� calculer � = (t�Btot)=k

� trouver g à partir de �: g = 2�=10

Alternativement, une simple recherche par dichotomie peut être développée ; à chaque itération,

l'intervalle de recherche est réduit par dichotomie en partant d'un intervalle assez large (en dB).

Optimisation :

L'initialisation de g n'est qu'une estimation de la valeur optimale de g. En e�et, elle repose sur

une estimation du nombre de bits par sous-vecteur à partir de l'énergie �2Xk
. Le codage peut être

amélioré en testant di�érentes valeurs de g autour de cette valeur initiale, comme dans le codage

par transformée de [22].

Contrôle du budget de bits par mise à zéro sélective de sous-vecteurs

Les sous-vecteurs de X0 sont codés individuellement par quanti�cation multi-débit, une fois le gain

global g estimé, sous la forme d'un numéro de dictionnaire nk et d'un indice ik. Parce que ce codage
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multi-débit est e�ectué en parallèle et indépendamment dans chaque sous-vecteur, le nombre total

de bits réellement utilisés peut dépasser ou sous-utiliser le budget de bits Btot disponibles (on parle

en anglais respectivement de budget over�ow ou de budget under�ow).

La sous-utilisation du budget de bits ne pose pas de problèmes de multiplexage ; dans ce cas,

les bits inutilisés sont mis à zéro au moment du multiplexage. La stratégie utilisée ici pour gérer

les dépassements de budget de bits consiste à mettre certains sous-vecteurs à zéro de façon sélective

(donc à les forcer dans le dictionnaire Q0). Néanmoins, pour minimiser l'impact sur la distorsion et

en accord avec le principe du remplissage inverse des eaux, cette mise à zéro doit être appliquée en

priorité aux sous-vecteurs de plus faible énergie.

L'algorithme de contrôle du budget de bits prend ainsi logiquement la forme suivante :

1. Trier les K sous-vecteurs par ordre d'énergie �2Xk
décroissante � le résultat (l1; � � � ; lK) est tel

que �2Xl1
� � � � � �2XlK

. Fixer lmax = 0.

2. Initialiser le nombre de bits inutilisés B0 : B0 = Btot

3. Pour k = 1 à K

� Calculer le nombre minimal de bits b pour décrire le lk-ième sous-vecteur � pour un

codage unaire et la quanti�cation multi-débit dans RE8 utilisée ici :

si nlk = 0, b = 0

si nlk � 2, b = 5nk � 1

� Calculer le nombre de bits stop du codage unaire nécessaire : si lk > lmax, lmax = lk

� Si (b+ lmax) > B0,

forcer n0lk = 0 � l'indice ilk devient inutile

sinon

n0lk = nlk et i0lk = ilk

B0 := B0 � b
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La valeur de lmax donne le nombre de bits stop qui sont nécessaires pour un décodage correct de la

séquence [nE1 nE2 � � � nEK ].

Multiplexage des paramètres de quanti�cation multi-débit

Le multiplexage consiste à écrire dans un tableau binaire tab, de taille Btot égale à l'allocation des

bits, les paramètres de la quanti�cation multi-débit, c'est-à-dire :

� Les numéros de dictionnaire encodés nE = (nE1 ; � � � ; nEK) obtenus à partir de n0 = (n01; � � � ; n0K) ;

� Les indices des sous-vecteurs i0 = (i01; � � � ; i0K).

On rappelle qu'ici la taille de chaque indice ik est 4n0k bits. De plus, les numéros de dictionnaire

sont dé�nis dans l'ensemble f0; 2; 3; 4; � � � ; nmaxg.

Dans le tableau tab, le k-ième bit est tab(k) ; tab est indexé des positions 1 à Btot. Les bits des

paramètres peuvent être écrits séquentiellement sous la forme :

�
nE1 i1 nE2 i2 nE3 i3 � � �

�
On adopte ici un autre format : �

i1 i2 i3 � � �nE3 nE2 nE1
�

De cette façon, l'écriture est toujours séquentielle (sous-vecteur par sous-vecteur) mais les numéros

de dictionnaire et les indices ne sont pas mélangés : les uns sont écrits à partir de la position 1 par

position croissante, les autres à partir de la position Btot par position décroissante. Ce format permet

de tenir compte de la sensibilité plus importante des numéros de dictionnaire aux erreurs binaires,

par rapport aux indices. Avec ce format et pour la quanti�cation multi-débit utilisée, environ 20%

des bits sont a�ectés aux numéros de dictionnaire.

Le multiplexage est donc mis en ÷uvre ici avec deux pointeurs (ou indices dans tab) : un pointeur

posn indiquant la position actuelle à partir de laquelle un numéro de dictionnaire peut être écrit et
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un pointeur posi pour les indices. Le pointeur posn est initialisé à Btot et posi à 1. Les incréments

sont négatifs sur posn et positifs sur posi. A un instant donné, le nombre de bits inutilisés est

posn � posi + 1.

Les valeurs du tableau tab sont initialisées à zéro. Cette initialisation est liée à la dé�nition

du codage unaire. Elle garantit que les bits inutilisés, mis à zéro, correspondent à des numéros

de dictionnaire nuls. Elle fait o�ce de bourrage à zéro (frame �ll). Les sous-vecteurs sont écrits

séquentiellement de k = 1 à K � on écrit d'abord (nE1 ; i1) puis (n
E
2 ; i2) puis (n

E
3 ; i3), etc. Les données

du k-ième sous-vecteur sont réellement écrites si le nombre de bit restant est su�sant. Le nombre

minimal de bits pour écrire (nEk ; ik) est 0 bit si n0k = 0 et 5n0k � 1 si n0k � 2.

L'écriture des données revient donc à :

1. Initialiser le tableau binaire tab à zéro, les pointeurs posi = 1 et posn = Btot, et le nombre de

bit restants B0 = Btot ;

2. Pour k = 1; � � � ;K :

(i) Calculer le nombre de bit minimal b pour écrire (nEk ; ik) : b = 0 si n0k = 0 et 5n0k � 1 si

n0k � 2

(ii) Si 0 < b � B0,

� écrire n0Ek bit par bit (sauf le bit stop du codage unaire) en mettant à 1 tous les

éléments tab(posn � n0k + 2 � � � posn) et décrémenter posn de n0k � 1 ;

� écrire ik bit par bit dans tab(posi � � � posi + 4n0k � 1) et incrémenter posi de 4n
0
k

(iii) Mettre à jour le nombre de bit restants : B0 = B0 � b

(iv) si B0 > 0, écrire le bit stop du codage unaire (i.e. tab(posn) = 0) et décrémenter posn de

1.

Ce format de multiplexage a été généralisé au cas où les paramètres sont écrits dans plusieurs paquets

binaires [38].
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Quanti�cation du gain TCX

Le gain g (optimisé) est re-calculé et quanti�é après codage multi-débit. Sa valeur est en fait re-

calculée a�n de minimiser

kx� gx̂0k2; (6.8)

où x est la cible (dans le temps) et x̂0 est la transformée de Fourier discrète inverse de X̂0. On trouve

facilement :

g = x̂0xt=kx̂0k2: (6.9)

On cherche ainsi à se rapprocher de la forme d'onde x. Le gain g obtenu à l'équation 6.9 est quanti�é

sur 7 bits suivant une échelle logarithmique.

Calcul et quanti�cation du niveau de bruit �̂inj

Le niveau de bruit (plat en fréquences) à injecter peut être simplement �xé à la valeur RMS des

sous-vecteurs codés à 0 (à partir d'une fréquence finj). De cette façon, l'énergie moyenne des sous-

vecteurs non-quanti�és est conservée. Le niveau de bruit est quanti�é sur 3 bits suivant une échelle

linéaire relativement à g.

Injection de bruit

Pour masquer les artefacts de codage, du bruit est injecté au décodage dans les sous-vecteurs recon-

struits à zéro dans la bande 1600-6400 Hz. Cette injection de bruit est similaire à [39]. Elle est de

plus justi�ée dans le contexte du codage ACELP/TCX multi-mode pour rendre la commutation de

modes inaudibles [6]. Le bruit de confort est géneré en fréquences sous la forme cos(�) + jsin(�),

avec une phase � aléatoire. En pratique les parties réelles et imaginaires sont tirées d'une table. Le

bruit de confort a donc un spectre d'amplitude plat (l'énergie est constante égale à 1) ; il est mis

à l'échelle par g � �inj. Le caractère aléatoire de la phase est simulé à partir d'un générateur à

congruence linéaire [40, chap. 3].
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6.3.4 Remarque : réduction de complexité

La complexité du codage algébrique détaillé ici peut être réduite de plusieurs manières :

� L'optimisation du gain TCX, g, peut être réduite à la seule initialisation de g à partir de

l'énergie des sous-vecteurs ;

� Les indices ik peuvent être calculés après avoir �xé la valeur du gain g � ce changement n'a�ecte

pas la qualité du codage TCX ;

� Le niveau de bruit �inj peut être estimé pendant l'optimisation de g à partir de l'énergie des

sous-vecteurs et des numéros de dictionnaires estimés.

6.4 Évaluation du codage algébrique de la cible TCX

On présente ici des résultats obtenus à l'aide du modèle AMR-WB+, plus précisément du TCX sans

prédiction de pitch appliqué dans une bande de fréquences allant de 0 à 6400 Hz.

6.4.1 Caractéristiques réelles de la cible TCX

La distribution des sous-vecteurs Xk de dimension 8 a été estimée à l'aide d'une base de signaux

audio d'une durée de 320 s (plus de 5 mn), constituée d'une grande majorité de signaux de musique

et de quelques séquences de parole. Les résultats sont montrés à la �gure 6.14.

On rappelle que le codage TCX du modèle AMR-WB+ est présenté brièvement à l'annexe 6.C.

Plusieurs longueurs de trame sont dé�nies : 20, 40 et 80 ms. Un fenêtrage avec recouvrement est

appliqué avant FFT, si bien que la cible transformée X est de dimension 288 pour des trames de

20 ms, 576 pour des trames de 40 ms et 1152 pour des trames de 80 ms. Pour ne pas biaiser les

statistiques, les trames de silence ont été supprimées. Au total, 15940 trames de 20 ms, 7306 trames

de 40 ms et 3667 trames de 80 ms ont été utilisées.
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Les statistiques ont été calculées en déterminant pour chaque cible transforméeX = [X1 X2 � � � XK ]

le vecteur

Y =

�
1

kX1k
X1

1

kX2k
X2 � � �

1

kXKk
XK

�
(6.10)

et en calculant l'histogramme de Yi sachant que Y = (Y1; � � � ; YN ). Ce calcul est raisonnable

en modélisant la source X comme une source non-stationnaire obtenue en appliquant un facteur

d'échelle aléatoire par sous-vecteurs à une source i.i.d. Les courbes des �gures 6.14 (a), (b) et (c)

représentent ainsi plusieurs histogrammes des composantes Yi de Y superposées pour di�érents i

relatifs à des coe�cients de Fourier particuliers.

Pour comparaison la �gure 6.14 (d) représente Yi dans l'hypothèse où les sous-vecteurs de Y sont

i.i.d., de moyenne nulle et de variance unité, et distribués selon la loi de Gauss ou la loi de Laplace.

Ces résultats montrent que les composantes des sous-vecteurs Xk de la cible TCX sont relative-

ment i.i.d. et qu'elles sont plutôt laplaciennes. Cette conclusion est valide dans le cas du codage

TCX par trames de 20 ms pour lequel les statistiques obtenues sont relativement �ables � dans

les autres cas (40 et 80 ms) la quantité de données est insu�sante et les conclusions doivent être

nuancées. Ces résultats contrastent avec les caractéristiques gaussiennes de la cible TCX mises en

évidence dans le cas du codage TCX avec prédiction de pitch dans [3]. Ils justi�ent le choix des

leaders absolus donnés au paragraphe 4.5.1 dans le tableau 4.3 � on peut véri�er que ces leaders

absolus sont adaptés à une source non-gaussienne car ils ne correspondent pas une vraie troncature

sphérique de RE8.

On peut également prévoir à partir de ces résultats que pour le modèle TCX utilisé, le codage

par troncature de Voronoï adaptative est moins performant que la quanti�cation par extension

de Voronoï. En e�et, le codage par troncature de Voronoï adaptative utilise des dictionnaires Qn

quasi-sphériques adaptés uniquement à la source gaussienne, alors que la quanti�cation par extension

de Voronoï permet de s'adapter à une source non-gaussienne en optimisant de façon adéquate ses

dictionnaires de base Q2, Q3 et Q4 (par sélection statistique de leaders par exemple).
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Figure 6.14: Distribution des composantes de 1
kXkkXk pour des longueurs de trames de 20, 40 et 80

ms � en comparaison avec les sources gaussienne et laplacienne.

6.4.2 Performances

Pour évaluer le codage TCX indépendamment du choix des modes, le signal d'entrée est codé par le

modèle AMR-WB+ en forçant un mode TCX unique (20, 40 ou 80 ms). La classi�cation en boucle
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fermée du codage ACELP/TCX multi-mode et la commutation de modes sont ainsi désactivées dans

l'AMR-WB+. Le codage de la cible TCX est e�ectué tel que décrit à la section 6.3. Les résultats

présentés ici se rapportent uniquement au codage du signal dans la bande basse (0�6400 Hz).

Allocation des bits

L'allocation des bits aux paramètres de codage TCX est détaillée aux tableaux 6.2 (a), (b) et (c).

Celle-ci dépend de la longueur des trames (20, 40 ou 80 ms) et du débit de codage (de 12.8 à 24

kbit/s) du signal décimé à 12.8 kHz.

Les coe�cients de prédiction linéaire sont codés sous forme de paires d'imittances spectrales (en

anglais ISF pour Imittance Spectral Frequencies) avec le quanti�cateur prédictif de 46 bits du codage

AMR-WB. De plus, le gain TCX g est codé sur 7 bits (sur une échelle logarithmique absolue), tandis

que le niveau de bruit �inj est ici représenté sur 3 bits (sur une échelle linéaire relative, fonction de

g). Ces paramètres ne sont codés qu'une fois par trame de 20, 40 ou 80 ms ; les coe�cients LPC

sont interpolés par sous-trames de 5 ms.

De cette façon le débit relatif alloué au codage de la cible augmente avec la longueur de trame. Par

exemple, à 12.8 kbit/s, la cible TCX (normalisée) est codée à un débit de 0.69 bit par échantillon avec

une longueur de trame de 20 ms, contre 0.78 et 0.83 pour des longueurs de trame de respectivement

40 et 80 ms. Avec cette allocation, le codage TCX par trames de 40 et 80 ms est donc adapté à des

signaux dont le contenu spectral est relativement stationnaire sur respectivement 40 et 80 ms.

Performances à di�érents débits et longueurs de trame

Les performances du codage TCX sont présentées au tableau 6.3, dans le cas où la cible TCX est

codée à l'aide de la quanti�cation multi-débit dans RE8 par extension de Voronoï. Les performances

sont évaluées de façon objective en terme de rapport signal-sur-bruit (RSB) segmentaire dans le
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TABLEAU 6.2: Allocations des bits aux paramètres du modèle TCX pour di�érents débits de codage

� les nombres entre paranthèses correspondent au débit par dimension alloué au codage de la cible

TCX.

(a) codage TCX par trames de 20 ms

Paramètre du modèle TCX Débit (kbit/s)

12.8 14.4 16.0 18.4 20.0 24.0

Coe�cients LPC (ISF) 46

Gain TCX g 7

Niveau de bruit �inj 3

Cible normalisée X0 198 230 262 310 342 422

de dimension 288 (0.69) (0.80) (0.91) (1.08) (1.19) (1.47)

(b) codage TCX par trames de 40 ms

Paramètre du modèle TCX Débit (kbit/s)

12.8 14.4 16.0 18.4 20.0 24.0

Coe�cients LPC (ISF) 46

Gain TCX g 7

Niveau de bruit �inj 3

Cible normalisée X0 452 516 580 676 740 900

de dimension 576 (0.78) (0.90) (1.01) (1.17) (1.28) (1.56)

(c) codage TCX par trames de 80 ms

Paramètre du modèle TCX Débit (kbit/s)

12.8 14.4 16.0 18.4 20.0 24.0

Coe�cients LPC (ISF) 46

Gain TCX g 7

Niveau de bruit �inj 3

Cible normalisée X0 960 1088 1216 1408 1536 1856

de dimension 1152 (0.83) (0.94) (1.06) (1.22) (1.33) (1.61)

domaine de la cible (temporelle) :

RSBsegw =
1

M

MX
k=1

RSB(i); (6.11)

où M est le nombre de sous-trames et RSB(i) est le rapport signal-sur-bruit dans la sous-trame i :

RSB(i) = 10 log10

P
n x

2(n)P
n(x(n)� x̂(n))2

(6.12)
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et x(n) et x̂(n) correspondent respectivement à la cible (temporelle) et sa version quanti�ée. La

longueur des sous-trames est ici �xée à 5 ms (64 échantillons).

Plusieurs signaux en bande élargie sont traités par le modèle AMR-WB+ : de la parole (voix

d'homme et de femme) et des instruments de musique (orgue et harpe). On ne retient ici que le cas

de la voix d'homme et de l'orgue, car ils sont représentatifs de la base de signaux audio utilisée. Les

résultats objectifs du tableau 6.3 sont représentés sous forme graphique à la �gure 6.15.

TABLEAU 6.3: Rapport signal-sur-bruit segmentaire dans le domaine de la cible (temporelle)

RSBsegw (en dB) pour di�érents signaux avec un codage de la cible TCX à l'aide de la quanti�cation

multi-débit dans RE8 par extension de Voronoï.
Signal Mode Débit (kbit/s)

12.8 14.4 16.0 18.4 20.0 24.0

parole (voix masculine) TCX 20 ms 6.65 7.14 7.69 8.48 9.00 10.06

TCX 40 ms 5.84 6.34 6.85 7.58 8.06 9.10

TCX 80 ms 3.32 3.84 4.32 4.96 5.41 6.39

ACELP/TCX 8.74 9.36 9.96 10.82 11.27 12.40

orgue TCX 20 ms 8.45 9.32 10.11 11.27 11.99 13.34

TCX 40 ms 11.24 12.13 12.93 14.08 14.81 16.15

TCX 80 ms 13.37 14.27 15.09 16.18 16.85 18.11

ACELP/TCX 13.70 14.60 15.42 16.53 17.19 18.46

parole (voix féminine) TCX 20 ms 7.50 8.05 8.64 9.47 10.02 11.17

TCX 40 ms 6.78 7.26 7.78 8.59 9.18 10.26

TCX 80 ms 5.12 5.60 6.06 6.80 7.33 8.32

harpe TCX 20 ms 9.08 9.94 10.78 11.90 12.59 13.83

TCX 40 ms 11.34 12.14 12.87 13.90 14.51 15.69

TCX 80 ms 11.89 12.62 13.29 14.26 14.85 16.02

On peut tout d'abord véri�er que pour une longueur de trame �xée (20, 40 ou 80 ms), les

performances du codage TCX augmentent de façon relativement linéaire avec le débit. Ces résultats

montrent l'intérêt du codage algébrique TCX décrit ici et sont la conséquence de l'application du

principe du remplissage inverse des eaux. En e�et, ce principe garantit en e�et sous certaines

conditions des performances qui suivent la borne débit-distorsion (linéaire en terme de rapport

signal-sur-bruit).

Par ailleurs, à un débit �xé, on peut valider l'intérêt de ne coder qu'une seule fois par trame

les coe�cients de prédiction a�n de coder au mieux les signaux stationnaires sur 20, 40 ou 80 ms.
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Figure 6.15: Qualité objective du codage TCX avec des longueurs de 20, 40 et 80 ms pour des signaux

d'orgue et de parole en bande élargie (décimés à 12.8 kHz) � les courbes en pointillés montrent la

performance obtenue avec un codage ACELP/TCX multi-mode (alternant entre ACELP ou TCX à

20, 40 ou 80 ms).

En e�et, pour le signal d'orgue, qui est un signal relativement stationnaire sur de longs segments

temporels, la performance augmente de façon signi�cative avec la longueur de trame. Le gain

de performance peut être attribué dans ce cas au gain de codage par transformée et surtout à

l'augmentation du débit relatif alloué au codage de la cible TCX normalisée.

Par contre on peut constater que le codage TCX tel qu'employé dans l'AMR-WB+ ne peut coder

à lui seul la parole ; la performance se dégrade quand la longueur des trames augmente. Le codage
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TCX employé n'est en e�et adapté qu'à des sons stationnaires (comme des segments d'orgue ou de

harpe) et provoque pour les signaux tels que la parole un étalement temporel du bruit de codage

et une distorsion spectrale due à l'interpolation des �ltres LPC sur de longs segments. De plus, la

prédiction de pitch n'est pas utilisée a�n de coder la cible TCX sur de longues trames, comme dans

[20].

A des �ns de comparaison, les courbes en pointillés à la �gure 6.15 montrent les performances

atteintes en autorisant la commutation de modes entre ACELP et TCX à 20, 40 et 80 ms. On peut

observer que la performance pour l'orgue est en grande partie due au codage TCX 80 ms ; à l'opposé,

pour la parole (voix d'homme), la qualité (objective) est due essentiellement au codage ACELP du

modèle AMWR-WB+.

Observations des signaux décodés

Les performances objectives mesurées pour les signaux de parole peuvent être expliquées à l'aide

de la �gure 6.16. On met ainsi en évidence les défauts classiques du codage par transformée pour

la parole : pré-écho, attaques mal dé�nies, etc. Puisqu'en codage TCX par trame de 80 ms, les

coe�cients LPC sont codés une fois par trame, l'enveloppe spectrale est mal représentée. On peut

observer ce défaut en examinant les réponses impulsionnelles localisées sur chaque impulsion glottale.

Les bonnes performances du codage TCX pour l'orgue peuvent également être expliquées à l'aide

de l'exemple de la sous-section 6.3.2. En augmentant le débit de codage, on abaisse le seuil �, dé�ni

à la �gure 6.11 et au paragraphe 6.3.2, qui distingue les sous-vecteurs codés de ceux qui sont mis à

zéro. D'un point de vue qualitatif, ce codage équivaut à abaisser l'enveloppe spectrale de bruit de

codage, tel qu'illustré à la �gure 6.17.

Comparaison des performances de la quanti�cation multi-débit dans RE8

Les performances du codage TCX sont présentées au tableau 6.4, cette fois-ci dans le cas où la

cible TCX est codée à l'aide de la quanti�cation multi-débit dans RE8 par codage de Voronoï dans
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Figure 6.16: Exemple de codage TCX par trames de 80 ms du signal de parole (voix masculine) :

de haut en bas, signal de parole original (décimé à 12.8 kHz), signal reconstruit, cible originale et

cible reconstruite.

RE8=2E
?
8 . A des �ns de comparaison, les résultats des tableaux 6.3 et 6.4 sont représentés sous

forme graphique à la �gure 6.18 dans le cas de l'orgue uniquement.

On rappelle qu'entre la quanti�cation multi-débit dans RE8 par extension de Voronoï ou par

codage de Voronoï dans RE8=2E
?
8 , les dictionnaires Qn et l'indexation multi-débit dans RE8 dif-

fèrent. Le réseau de points, le codage des numéros de dictionnaire et le principe de multiplexage des

paramètres sont identiques.
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Figure 6.17: Exemple de codage TCX par trames de 80 ms du signal d'orgue à 12.8 et 24 kbit/s. On

distingue le spectre du signal, et les enveloppes spectrales des bruits de codage à 12.8 et 24 kbit/s.

Ces résultats peuvent être facilement interprétés en se reportant à la �gure 5.17. Dans la gamme

des débits utilisés ici (entre 0.69 et 1.61 bit par dimension), le codage dans RE8=2E
?
8 est en e�et peu

e�cace. De plus, les statistiques de la sous-section 6.4.1 montrent que la cible a une distribution

plus laplacienne que gaussienne (pour les signaux de musique tout au moins). Or, le codage de

Voronoï est plutôt adapté à une source gaussienne. Le codage de Voronoï dans RE8=2E
?
8 est donc

moins performant ici que la quanti�cation multi-débit par extension de Voronoï.

On peut également observer que l'écart de performance augmente lorsque la longueur des trames

diminue. Ce comportement peut être expliqué par le fait que, pour des trames courtes, l'énergie est
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TABLEAU 6.4: Rapport signal-sur-bruit segmentaire dans le domaine de la cible (temporelle)

RSBsegw (en dB) pour di�érents signaux avec un codage de la cible TCX à l'aide du codage de

Voronoï dans RE8=2E
?
8 .

Signal Mode Type de codage Débit (kbit/s)

12.8 14.4 16.0 18.4 20.0 24.0

parole (voix masculine) TCX 20 ms RE8=2E
?
8 5.94 6.43 6.83 7.46 7.90 8.81

hybride 6.53 7.02 7.55 8.34 8.85 9.90

TCX 40 ms RE8=2E
?
8 5.14 5.57 5.98 6.61 7.05 7.86

hybride 5.75 6.24 6.74 7.46 7.95 8.91

TCX 80 ms RE8=2E
?
8 2.74 3.11 3.50 4.13 4.57 5.31

hybride 3.29 3.78 4.28 4.91 5.34 6.31

orgue TCX 20 ms RE8=2E
?
8 6.88 7.70 8.45 9.55 10.21 11.59

hybride 7.96 8.76 9.51 10.55 11.25 12.55

TCX 40 ms RE8=2E
?
8 9.71 10.67 11.58 12.76 13.53 14.90

hybride 10.60 11.49 12.30 13.47 14.18 15.57

TCX 80 ms RE8=2E
?
8 12.38 13.30 14.13 15.22 15.90 17.12

hybride 12.99 13.89 14.72 15.81 16.51 17.79

répartie plus uniformément entre coe�cients transformés et les dictionnaires Qn de bas débits (en

particulier Q2) in�uencent plus la performance.

6.4.3 Statistiques pertinentes

Pour analyser plus en profondeur la performance du codage TCX algébrique, on montre à la �gure

6.19 la fréquence des numéros de dictionnaire n. Ces statistiques ont été mesurées à l'aide du codage

TCX par trames de 20 ms uniquement, avec une quanti�cation multi-débit dans RE8 par extension

de Voronoï. La base de données audio utilisée est décrite à la sous-section 6.4.1.

Ces résultats montrent que le codage unaire utilisé pour coder la cible TCX est sous-optimal.

On pourrait ainsi envisager un codage séparé des numéros n = 0 (par plages ou autre) � les numéros

n � 2 étant codés di�éremment.

Le tableau 6.5 montre les leaders absolus dans RE8 les plus fréquents. Les statistiques sous-

jacentes sont obtenues à l'aide de ~X0 pour la base de signaux audio décrites au paragraphe 6.4.1.

Pour pouvoir comparer di�érents leaders, leur fréquence (ou probabilité estimée d'occurence) est



255

12 14 16 18 20 22 24
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

débit (en kbit/s)

ra
pp

or
t s

ig
na

l−
su

r−
br

ui
t s

eg
m

en
ta

ire
 R

S
B

se
g

w
 (

en
 d

B
)

extension  de Voronoï
 

RE
8
/2E

8
*

hybride

Figure 6.18: Qualité objective du codage TCX avec des longueurs de 20, 40 et 80 ms pour le signal

d'orgue en bande élargie (décimés à 12.8 kHz) et di�érents type de codage multi-débit dans RE8.

normalisée par leur nombre de permutations signées dans RE8. Cet ordre change très peu avec le

débit (en allant de 12.8 à 24 kbit/s).

Ce tableau permet de véri�er que les sous-vecteurs de la cible TCX sont quasi-laplaciens car les

leaders les plus probables se trouvent sur des orbites pyramidales de rayon de plus en plus élevé.
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Figure 6.19: Fréquence des numéros de dictionnaire n pour une quanti�cation multi-débit dans RE8

par extension de Voronoï.

6.5 Conclusions

Ce chapitre a présenté une nouvelle technique de codage de la cible TCX. Celle-ci applique une

quanti�cation multi-débit par réseaux de points de type gain-forme, avec une allocation des bits

adaptative implicite contrôlée suivant le principe du remplissage des eaux (reverse water�lling). Ce

principe donne un fondement théorique rigoureux au codage TCX.

Le codage algébrique de la cible, tel qu'introduit dans [3], est rendu plus �exible. Celui-ci repose

sur une recherche d'un gain unique (le gain TCX) dans un domaine logarithmique. Il peut s'adapter

à des longueurs de trames et des débits di�érents, tout en représentant la variabilité spectrale ; sa

complexité est en outre faible car la quanti�cation opère sans saturation complexe, à la di�érence

de [3].

Un système de codage à partir du réseau RE8 a été décrit pour illustrer ce principe de codage.

Plusieurs aspects connexes n'ont pas été présentés par souci de concision. En particulier, le multi-

plexage en plusieurs paquets des paramètres de codage, ainsi que la correction des pertes de trame
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TABLEAU 6.5: Leaders absolus de RE8 triés par ordre décroissant de fréquences � pour un codage

TCX à 20 ms et 12.8 kbit/s.

Leader absolu dans RE8 Norme

y = (y1; � � � ; y8)
P

i jyij
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 4

4 0 0 0 0 0 0 0 4

1 1 1 1 1 1 1 1 8

8 0 0 0 0 0 0 0 8

3 1 1 1 1 1 1 1 8

4 4 0 0 0 0 0 0 8

2 2 2 2 0 0 0 0 8

6 2 0 0 0 0 0 0 8

4 2 2 0 0 0 0 0 8

6 6 0 0 0 0 0 0 12

3 3 1 1 1 1 1 1 12

12 0 0 0 0 0 0 0 12

5 1 1 1 1 1 1 1 12

8 4 0 0 0 0 0 0 12

10 2 0 0 0 0 0 0 12

2 2 2 2 2 2 0 0 12

8 2 2 0 0 0 0 0 12

6 4 2 0 0 0 0 0 12

4 2 2 2 2 0 0 0 12
...

...

ont été passés sous silence.

Ce travail pourrait être étendu de plusieurs façons :

� L'allocation des bits repose ici sur le principe du remplissage inverse des eaux. Cette procédure

pourrait être remplacée par un algorithme d'allocation des bits optimal comme, par exemple,

l'algorithmes de Shoham et Gersho [41] ou celui de Riskin [42].

� La cible est codée par transformée discrète de Fourier, ce qui permet en particulier d'exploiter

les propriétés fréquentielles de la perception auditive ; néanmoins, aucun modèle perceptuel

n'est exploité ici car on suppose que le �ltre perceptuel inverse W (z)�1 réalise un masquage

su�sant. Cette hypothèse peut néamoins être remise en cause à bas débit comme en té-
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moignent les ajustements au modèle TCX décrits à l'annexe 6.C Par ailleurs à haut débit,

rien ne garantit que les bits sont alloués aux bons sous-vecteurs. On pourrait donc utiliser un

modèle perceptuel permettant de calculer des facteurs d'échelle par bande ou une correction

de l'enveloppe spectrale du �ltre perceptuel.

� Le codage s'est appuyé ici sur le réseau RE8 avec un codage unaire des numéros de dictionnaire.

D'autres réseaux pourraient être testés � en particulier à dimension plus élevée. Un codage

plus évolué des numéros de dictionnaire pourrait être conçu. Des aspects comme l'optimisation

de la granularité en débit des dictionnaires Qn peuvent également être considérés.
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Annexe 6.A : Complexité du codage CELP à débit élevé

Les vecteurs sont ici des vecteurs colonnes.

Principe du codage CELP de la parole

Le modèle CELP est un modèle de codage hybride dans le sens où il consiste à coder une forme

d'onde s(n) à partir d'un modèle paramétrique du signal [43]. La synthèse ŝ(n) est produite par

le modèle source-�ltre linéaire prédictif décrit à la �gure 6.20. Ce modèle comprend 3 parties : la

prédiction linéaire (�ltre inverse 1=A(z)), la prédiction de pitch (dictionnaire adaptatif p(n) et gain

de pitch gp) et le codage de l'innovation (c(n) et gc) L'excitation r̂(n) est codée en boucle fermée

suivant le principe de l'analyse par synthèse [44]. Les paramètres associés sont donc optimisés en

minimisant l'énergie de l'erreur pondérée ew(n) c'est-à-dire l'erreur e(n) = s(n)� ŝ(n) �ltrée par le
�ltre perceptuel W (z).

s(n)

W(z)+-

+ e(n) ew(n)1
A(z)+

+

...
...

dictionnaire
adaptatif

dictionnaire
innovateur

minimisation de l'énergie

c(n)

p(n)

r(n) s(n)^

gp

gc

+ ^

Figure 6.20: Modèle paramétrique CELP avec analyse par synthèse.

Le signal de parole s(n) est codé par blocs (ou trames) de l'ordre de 10 à 30 ms pour que

l'hypothèse de stationnarité de la prédiction linéaire s'applique. Pour avoir une complexité raisonnable,

les paramètres sont codés séquentiellement : les coe�cients du �ltre 1=A(z) sont d'abord quanti�és
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au niveau de la trame, puis dans chaque sous-trame la prédiction de pitch est appliquée avant le

codage de l'innovation. La longueur de la sous-trame est typiquement de l'ordre de 5�7 ms. Cette

recherche par sous-trame est décrite à la �gure 6.1 (a) dans le cas où W (z) = Â(z)=Â(z=
).

L'élimination du �ringing�, c'est-à-dire la réponse libre sw0(n) du �ltre 1=Â(z=
), permet de

simpli�er le traitement en bloc , en remplaçant le �ltrage par une multiplication vectorielle par une

matrice de convolution.

La prédiction linéaire (court-terme) et la prédiction de pitch sont revues dans [44]. Le problème

du codage CELP se ramène essentiellement à la recherche dans le dictionnaire innovateur, donc à

minimiser dans chaque sous-trame

E = arg min
gc;ck
kx� gcHckk2 (6.13)

où x est le vecteur cible, gc est le gain du dictionnaire innovateur, H la matrice de réponse impul-

sionnelle du �ltre W (z)=Â(z) à mémoire nulle (H est triangulaire inférieure) et ck est le k-ième mot

du dictionnaire innovateur. Pour ck �xé, le gain gc optimal (au sens de E) est donné par

gc =
xt(Hck)

ckt�ck
; (6.14)

où � = HtH est la matrice d'autocorrélation de H ayant une structure de Toeplitz. Pour cette

valeur optimale de gc, la minimisation de E revient à trouver

argmax
ck

(xt(Hck))
2

ck�ckt
: (6.15)

Le calcul du �ltrage Hck pour chaque ck est coûteux. Il peut être évité car xt(Hck) = dtck avec

d = Htx. En pré-calculant d et �, la recherche s'e�ectue directement dans le domaine de ck sans

�ltrage [45, 46] :

argmax
ck

(dtck)
2

ck�ckt
: (6.16)

Le calcul de d = Htx est appelé backward �ltering dans [45] car Htx correspond à un �ltrage avec

repliement temporel par rapport à Hck.
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Dictionnaire ACELP

En codage ACELP, le dictionnaire innovateur est constitué d'impulsions d'amplitude �1 disposées

dans des pistes entrelacées (en anglais tracks). Ce type de dictionnaires est appelé ISPP (Interleaved

Single-Pulse Permutations) dans [47].

Cette contrainte simpli�e énormément la recherche dans le dictionnaire innovateur et se justi�e

par le fait que les impulsions permettent de localiser dans le temps des impulsions glottales dans les

segments voisés et les attaques.

Les numérateur et dénominateur de l'équation 6.16 sont donnés au tableau 6.5 pour 1, 2 et 3

impulsion(s).

TABLEAU 6.6: Numérateur et dénominateur du critère de recherche dans le dictionnaire innovateur

pour un dictionnaire à impulsions (amplitude �1).

Nombre Position(s) Numérateur Dénominateur

d'impulsions dans [1; N ] (dtck)
2

ck�ck
t

d'amplitude �1
1 m0 d2m0

�(m0;m0)

2 m0;m1 (�dm0
� dm1

)2 �(m0;m0)+

�(m1;m1)� 2�(m0;m1)

3 m0;m1;m2 (�dm0
� dm1

� dm2
)2 �(m0;m0)+

�(m1;m1)� 2�(m0;m1)+

�(m2;m2)� 2�(m0;m2)� 2�(m1;m2)
...

...
...

...

D'une manière générale, pour N impulsions de signes s(i) et de position p(i) dans la trame, on

a :

dtck =

NX
i=1

s(i)d(p(i)) (6.17)

et

ck�ck
t =

NX
i=1

s2(i)�(p(i); p(i)) +

N�1X
i=1

NX
j=i+1

s(i)s(j)�(p(i); p(j)) (6.18)

Plus le nombre d'impulsions augmente, plus le débit est élevé mais surtout plus la complexité de la

recherche dans le dictionnaire innovateur devient problématique.
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Pour optimiser le codage des impulsions et simpli�er la recherche, en codage ACELP les positions

sont entrelacées par pistes. Plusieurs stratégies de recherche par piste ont été développées dont :

� Recherche par boucles imbriquées avec seuillage (G.729) [48]

� Recherche en profondeur d'abord (G.729A) [49]

� Recherche partielle de type �profondeur d'abord� de plusieurs impulsions (simultanément)

(G.729E,EFR) [50]

L'indexation des impulsions est revue et modi�ée dans [36, 51].
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Annexe 6.B : Allocation optimale de ressources en codage de source

et de canal dans le cas gaussien

On rappelle ici des résultats classiques de théorie de l'information concernant, dans le cas gaussien,

l'allocation optimale des bits pour l'erreur quadratique (en codage de source) et l'allocation optimale

de puissances (en modulation). Ces résultats illustrent la dualité bien connue qui existe entre codage

de source et codage de canal.

Allocation des puissances à des canaux gaussiens parallèles

Pour L canaux parallèles perturbés par un bruit blanc gaussien additif (AWGN), où le canal i est

de largeur de bande Bi, la capacité totale est donnée par

C(P ) =
LX
i=1

Bi log2

 
1 +

�2Xi

�2Ni

!
(6.19)

en bit/s, quand �2Xi
est la puissance allouée au canal i et �2Ni

est la puissance de bruit dans ce canal.

Pour une contrainte de puissance totale

LX
i=1

�2Xi
� P; (6.20)

la capacité totale C(P ) est maximisée quand la puissance totale est distribuée suivant le principe

du remplissage des eaux (water-�lling ou water-pouring) [52, 5]. Un exemple est présenté à la �gure

6.21, où ' désigne le �niveau d'eau�.

La puissance allouée à chaque canal est donc �2Xi
= max('��2Ni

; 0). L'allocation des puissances

(power control) optimale est donc réalisée en cherchant la valeur de ' maximisant C(P ) sous la

contrainte de puissance totale. Ce principe est couramment utilisé en communications numériques

mono- ou multi-utilisateurs, par exemple en modulation CDMA ou multi-porteuse (OFDM, DMT)

[53].
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Figure 6.21: Allocation des puissances suivant le principe du remplissage des eaux.

Allocation des bits à des variables aléatoires gaussiennes

Pour K variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et de variance �2Xk
, le débit total est donné

par

R(D) =
KX
k=1

1

2
log2

�2Xk

Dk

(6.21)

où Dk est la distorsion de la source k , dé�nie comme l'erreur quadratique moyenne. Pour une

contrainte de distorsion totale
LX
k=1

Dk � D; (6.22)

le débit total est minimisé quand la distorsion totale est distribuée suivant le principe du remplissage

inverse des eaux (reverse water-�lling) [5] . Ce principe a été introduit par Kolmogorov dans [54]

pour des sources continues. La distorsion Dk est donnée par Dk = min(�; �2Xk
), où � est le �niveau

d'eau�. Un exemple est montré à la �gure 6.22. Si la puissance de la source k dépasse le seuil �, la

distorsion est �xée à � ; autrement, aucun bit n'est alloué à cette source si bien que la distorsion est

équivalente à la variance de la source �2Xk
.

La fonction R(D) peut donc être déterminée point par point, en �xant d'abord � puis en évaluant

D et R pour cette valeur de � ; une variation continue adéquate de � conduit à la courbe débit-

distorsion R(D). La fonction R(D) étant bijective, on obtient également en mesurant D et R pour

chaque � la fonction D(R).
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Figure 6.22: Allocation des bits suivant le principe du remplissage inverse des eaux.

En pratique, on cherche généralement à minimiser la distorsion totale

D(R) =

KX
i=k

�2Xk
2�2Rk ; (6.23)

avec une contrainte de débit total
KX
i=1

Rk � R: (6.24)

Le principe du remplissage inverse des eaux donne le débit alloué à la source k [8] :

Rk =
1

2
max

" 
log2

�2Xk

D

!
; 0

#
bit (6.25)

où D est la distorsion maximale acceptable. Par suite, l'allocation des bits optimale (dans le cas

gaussien et pour l'erreur quadratique) revient à optimiser le paramètre � = 1
2
log2D. Sans perte de

généralité, on peut supposer que �2X1
� �2X2

� � � � � �2XK
. Si le budget R est alloué aux seuls indices

de quanti�cation (par exemple, pour une allocation �xe des bits), on cherche � et 1 � k � K tels

que
kX
i=1

�
1

2
log2

�
�2Xi

�
� �

�
� R: (6.26)

L'égalité est obtenue pour

� =

kX
i=1

1

2
log2 �

2
Xi
�R

k
: (6.27)

L'optimisation de � peut donc être réalisée de façon itérative :
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� initialiser k = 1 et t = 1
2
log2 �

2
X1

� tant que k < K et (t� k
2
log2 �

2
Xk+1

) < R

� k := k + 1

� t := t+ 1
2
log2 �

2
Xk

� calculer � = (t�R)=k

Pour la valeur de � trouvée, l'allocation des bits optimale est alors donnée par l'équation 6.25 avec

� = 1
2
log2D.

Ce principe d'allocation des bits est en fait appliqué dans de nombreux systèmes de codage par

transformée. Par exemple, dans le standard G.722.1 [39] (codage MLT avec quanti�cation scalaire

codée par codes de Hu�man vectoriels), l'allocation des bits (appelé catégorisation) est calculée à

partir de l'énergie quanti�ée de sous-bandes. La quanti�cation étant logarithmique avec un pas

de 10 log10 2
1=2 = 1:50 dB. L'algorithme d'allocation est conçu pour tenir compte d'une allocation

maximale.
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Annexe 6.C : Modèle TCX utilisé

Le modèle TCX combine les avantages du modèle CELP et ceux du codage par transformée. Il utilise

la prédiction linéaire court�terme et minimise l'erreur de codage dans le domaine perceptuel. Du

codage par transformée il exploite la concentration de l'énergie sur un petit nombre de coe�cients.

Ce modèle contourne la recherche complexe dans le dictionnaire innovateur du CELP [17] et permet

de commuter de façon élégante entre un codage CELP et TCX [6] � cette commutation entre CELP

et TCX est transparente (seamless), contrairement à l'approche de [55].

Le modèle TCX employé ici est montré à la �gure 6.23. Dans le contexte du codage ACELP/TCX

multi-mode, on applique le modèle sans prédiction de pitch de [12] a�n d'améliorer la qualité de

l'ACELP principalement pour la musique. Le signal codé correspond ici à une version décimée à

12.8 kHz du signal d'entrée comme dans [36]. On alloue ainsi l'essentiel du budget de bits aux basses

fréquences (les plus importantes perceptuellement) et le codage ACELP de l'AMR-WB peut être

réutilisé. La longueur des trames du codage TCX est �xée ici à 20, 40 ou 80 ms.

Analyse et quanti�cation LPC : L'analyse LPC est réalisée toutes les 20 ms et est identique

à celle de l'AMR-WB [36] sauf que le calcul des autocorrélations utilise un fenêtrage symétrique

en cosinus sur 35 ms. Le facteur de pré-accentuation est �xé à 0.68 comme dans l'AMR-WB. Les

coe�cients de prédiction sont quanti�és sous forme d'ISF avec le quanti�cateur prédictif MA(1) à

46 bits de l'AMR-WB [36]. Ils sont interpolés dans le domaine des LSF pour chaque sous-trame de

5 ms. Le �ltre perceptuel est donné par [36] :

Ŵ (z) =
Â(z=
)

1� �z�1
(6.28)

avec Â(z) est le �ltre prédicteur (quanti�é) d'ordre 16 et � = 0:68.

Fenêtrage et addition-recouvrement : Le modèle TCX de [2] utilise un fenêtrage rectangulaire,

si bien que des artefacts peuvent être audibles en bordure de trames en raison d'une discordance

de phases et d'amplitudes, et l'analyse fréquentielle est limitée par un fort étalement spectral [20].
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Figure 6.23: Codage TCX sans prédiction de pitch du modèle AMR-WB+.

Pour réduire les e�ets de bord, un fenêtrage avec recouvrement temporel est utilisé sur la cible avant

quanti�cation et la cible est reconstruite par addition-recouvrement. Ce fenêtrage est identique à
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celui de [20] ; par contre, il est ici fonction de la longueur de la trame de codage TCX :

h(n) =

8>>><>>>:
sin((0:5 + n)�=2L1) si 0 � n � L1 � 1

1 si L1 � n � L� L2 � 1

cos((0:5 + n� L+ L2)�=2L2) si L� L2 � n � L� 1

(6.29)

où L est la longueur de la fenêtre, et L1 et L2 sont les longueurs de recouvrement à gauche et à

droite respectivement. Le recouvrement à gauche dépend de la trame passée. Le recouvrement à

droite est de 2.5 ms pour une trame de 20 ms, 5 ms pour une trame 40 ms, et 10 ms pour une trame

de 80 ms. La cible étant échantillonnée à 12.8 kHz, la longueur L de la FFT est un multiple de 9.

La redondance due au recouvrement est de 11 %.

FFT et FFT inverse : Les coe�cients de la FFT X = (X1; � � � ;XL) sont regroupés de sorte que

X1 soit la composante continue, X2 corresponde à la fréquence normalisée �=2 et X2i, X2i+1 soient

respectivement les parties réelles et imaginaires d'un coe�cient de Fourier.

Pré-accentuation et désaccentuation adaptative des basses fréquences : Pour corriger

certains défauts de codage appaîssant avec des sons spéci�ques présentant une courbe de masquage

très basse dans les graves, les basses fréquences sont ampli�ées de façon adaptative dans l'AMR-

WB+. Cet ajustement constitue un écart au principe du codage de la cible TCX suivant l'erreur

quadratique.

Quanti�cation vectorielle multi-débit : On applique la technique de codage introduite dans

ce chapitre. Pour minimiser la complexité, l'optimisation du gain TCX g est réduite à la seule

estimation du gain à partir de l'énergie des sous-vecteurs. Le niveau de bruit �inj est estimé pendant

cette optimisation.
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Chapitre 7

CONCLUSIONS GÉNÉRALES

Cette thèse s'est donnée pour but d'approfondir et de valider l'intérêt de la quanti�cation vectorielle

par réseau de points en codage audio, dans le cadre du développement du modèle ACELP/TCX

multi-mode [1, 2]. Le codage de source avec perte est généralement décomposé en deux fonctions :

la modélisation et la quanti�cation. Les travaux présentés ici n'ont considéré que la quanti�cation.

Les applications visées dans cette thèse sont la quanti�cation des coe�cients de prédiction linéaire

(ou coe�cients LPC) utilisée en codage prédictif de type ACELP, TCX, etc. et la quanti�cation des

coe�cients de transformée dans le modèle TCX. Dans le premier cas, on sait d'après les travaux de

[3, 4, 5, 6, 7, 8] que la quanti�cation par réseau de points permet d'atteindre à débit �xe un com-

promis performances/complexité aussi (voire plus) intéressant qu'en quanti�cation non-structurée

par produit cartésien ou multi-étage. Néanmoins, la quanti�cation non-structurée est généralement

adoptée en pratique. La quanti�cation des coe�cients LPC n'est en outre qu'un sous-problème

du codage audio. A l'opposé, la quanti�cation s'avère être la clé de voûte du modèle TCX ; elle

contrôle en e�et la qualité de codage, car elle consomme l'essentiel du budget de bits. Dans ce cas,

la quanti�cation par réseau de points s'avère un outil original et adapté : les réseaux de points se

prêtent idéalement à la quanti�cation multi-débit et à un codage suivant l'erreur quadratique.

Les travaux présentés ici complètent, étendent et remplacent dans une large mesure des tech-
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niques présentées dans [4, chaps. 1 et 3] et [9]. Cette thèse a ainsi permis de compléter le codage de

Voronoï quasi-ellipsoïdal introduit très partiellement dans [4, chap. 1]. Dans ce cas, les principales

contributions ont porté sur un traitement rigoureux du codage de Voronoï quasi-ellipsoïdal, et le

développement d'un algorithme d'indexation général et d'un algorithme de recherche de complexité

maximale bornée employant une projection et une réduction avec dichotomie. Plusieurs projections

sont proposées : sur région de Voronoï à l'aide des vecteurs pertinents ou sur ellipsoïde. Ce codage a

été évalué pour une source gaussienne ellipsoïdale et s'est avéré presque aussi e�cace (en dimension

8 à un débit de 20 bits par vecteur ) que la quanti�cation non-structurée par sous-vecteurs, mais avec

un stockage négligeable. Ce codage a en outre été appliqué de façon préliminaire à la quanti�cation

de coe�cients de prédiction linéaire par analyse en composantes principales et modèles de mélanges

de gaussiennes dans [10].

Une contribution signi�cative de cette thèse a porté sur le développement et la description

de techniques de quanti�cation vectorielle algebrique multi-débit pour le codage TCX. Une version

préliminaire avait été introduite dans [4, chap. 3] et [9] sous une forme dite imbriquée (restreinte à la

dimension 8). On a présenté ici plus particulièrement deux techniques : la quanti�cation multi-débit

par extension de Voronoï et le codage par troncature de Voronoï. Celles-ci ont l'avantage d'avoir une

plus faible complexité que la quanti�cation multi-débit de [4, chap. 3] et [9] (en évitant la coûteuse

opération de saturation), tout en étant plus adaptées au codage TCX à débits et longueurs de trames

di�érents. Elles impliquent, comme dans [4, chap. 3] et [9], de coder une information supplémentaire

décrivant approximativement l'énergie et spéci�ant l'allocation des bits. Ces deux techniques de

quanti�cation multi-débit ont été validées avec une source gaussienne sans mémoire ; elles se situent

à 2�2.5 dB de la borne débit�distorsion pour un codage dans RE8, dans l'hypothèse où l'information

supplémentaire est codée à un débit égal à son entropie. Pour comparaison, la quanti�cation scalaire

entropique se situe à 1.5 dB de cette borne, mais nécessite un codage (implicite ou explicite) du pas

et du nombre de niveaux de quanti�cation.

Finalement, le codage algébrique de la cible TCX introduit dans [4, chap. 3] et [9] a été géné-

ralisé, pour appliquer la quanti�cation multi-débit décrite précédemment. Le problème du codage

TCX est ramené à l'optimisation d'un facteur d'échelle scalaire en vertu du principe d'allocation des



277

bits par remplissage inverse des eaux. Ce principe d'allocation est optimal sous certaines conditions,

en supposant en particulier que les sous-vecteurs ont une distribution gaussienne i.i.d. Néanmoins

des tests statistiques ont montré que les sous-vecteurs de la cible TCX ont plutôt une distribution

laplacienne. D'un certain point du vue, le codage ACELP/TCX multi-mode peut être vu comme

l'équivalent en codage de la quanti�cation par "�let protecteur" (safety-net vector quantization) [11].

En e�et, le codage ACELP est fortement spécialisé pour les signaux de parole ; le caractère universel

du codage ACELP/TCX dépend donc en grande partie du codage TCX, qui joue le rôle de "�let

protecteur". La quanti�cation vectorielle par réseau de points a ainsi un avantage important, car

elle rend le codage TCX plus �exible et plus général.

Les travaux présentés dans cette thèse peuvent être approfondis et enrichis de plusieurs façons.

Dans cette optique, la quanti�cation des coe�cients transformés en codage TCX est sans doute la

plus prometteuse en terme d'impact technologique. La quanti�cation par réseau de points est encore

à ce jour relativement peu utilisée en codage audio, et d'usage anecdotique. Or, la quanti�cation

multi-débit décrite ici possède de multiples avantages. En particulier, celle-ci est bien adaptée au

codage par transformée multi-débit. Elle pourrait être appliquée à des modèles de codage par

transformée de type MPEG-AAC, a�n de remplacer le codage scalaire entropique. On pourrait

chercher à en développer des variantes ; des comparaisons de performances-complexité devraient

être conduites entre di�érents systèmes de quanti�cation au sein d'un même modèle de codage par

transformée (du signal ou de l'excitation). En outre, un codage plus évolué que le codage unaire

pourrait être développé pour représenter les numéros de dictionnaires en quanti�cation multi-débit.

Sur le plan de la modélisation, on pourrait étudier l'intérêt d'incorporer un modèle perceptuel en

codage TCX. En e�et, des expériences ont montré qu'en utilisant l'erreur quadratique le codage TCX

peut introduire des artefacts en basses fréquences � l'énergie n'étant pas un critère perceptuel viable.

On pourrait également explorer l'intérêt du codage hiérarchique ACELP/TCX, puisque qu'avec la

quanti�cation multi-débit développée ici le modèle TCX est désormais plus �exible et universel que

dans [9]. En�n, la correction des pertes de trames dans le modèle TCX est un sujet encore ouvert

et important pour les applications réelles.
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Plus généralement, on pourrait aussi explorer des pistes de recherche, telles que le codage TCX

à débit variable (en particulier à qualité constante), le codage audio avec segmentation temporelle

adaptative et modèle TCX (ou ACELP/TCX multi-mode) pour des applications de stockage. Les

outils développés ici, en particulier la quanti�cation multi-débit, pourraient aussi être appliqués à

d'autres signaux tels que l'image ou la vidéo.
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